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Kombinatorik

Kombinatorik handlar om upprikningar av element i midngder och kan till exempel anvindas f6r att berikna:

o Antaletsitt att dra 2 bla kulor i en kulpase med 2 bla kulor och 8 vita kulor
o Antalet sitt man kan erhélla tva sexor vid sex tirningskast med kubisk tirning

Multiplikationsprincipen och additionsprincipen

Beskrivning

Multiplikationsprincipen

Additionsprincipen

Anvindningsomrade

Vid utforande av n olika moment i tur
och ordning

Vid utforande av e## av n olika moment
i tur och ordning

Antal sitt att utfora varje
moment

Forsta momentet kan utféras pa ny sitt,
andra momentet kan utféras pa n, sitt,

Forsta momentet kan utféras pa n,
satt, andra momentet kan utféras pa n,

..., sista momentet kan utféras pa n,,
satt

stt, ..., sista momentet kan utforas pa
n,, sitt

Totalt antal satt att

N . n, N, ..-n n+n,+---+n
utfora uppgiften G m 1o mn

Exempel pa multiplikationsprincipen
Bodil ska vilja outfit. I sin garderob har hon 3 skor, 10 byxor, 20 hattar, 2 blusar och 1 jacka. P4 hur manga sitt

kan hon vilja sin outfit?

Svar: Vi antar att hon viljer plaggi tur och ordning. Hon har n; = 3 st skor, sa hon kan vilja dessa pa 3 sitt.
Pa samma sitt har hon n, = 10 byxor, n; = 20 hattar,n, = 2 blusaroch ng = 1 jacka. Enligt
multiplikationsprincipen kan hon darfor vilja outfit pi n, - n, - ng - n, - ng = 1200 sitt.

Exempel pa additionsprincipen

Bodil ska vilja outfit till sig ELLLER sin hund Bertil. I sin garderob har hon 3 skor, 10 byxor, 20 hattar. Bertil har
4 koppel och 2 jackor. Bodil méste vilja ett plaggi varje kategori. Hur manga valméjligheter har Bodil 1 sitt val
av outfit till sig sjalv och Bertil?

Svar:

Bodil: Viantar att hon viljer plaggi tur och ordning. Hon har n; = 3 st skor, sd hon kan vilja dessa pa 3 sitt.
Pa samma sittdrn, = 10 ochng; = 20. Detta innebir att hon kan vilja outfit pa n, - n, - n; = 600 sitt.
Bertil: Viantar att plaggen viljs i tur och ordning. D gilleratt n; = 4 och n, = 2.

Detta innebir att Bertils outfit kan viljas pa ny - n, = 8 sitt.

Bodil + Bertil: Enligt additionsprincipen finns det totalt 600 + 8 = 608 sitt att vilja outfits till Bodil och Bertil.
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Kombinationer och permutationer

Beskrivning Kombinationer Permutationer
Hur manga féremal har vi? f féremal f foremal
Hur stort dr urvalet? s foremal, dir0 < s < f s foremal, dir 0 < s < f
Spelar det roll hur fremilen | Nej, spelaringen roll hur f6remal dr | ja spelar roll hur fremil dr ordnade
ar ordnade inbordes / i ordn'ade 1r1bc?.rc.les clleri vilken inbérdes elleri vilken ordning de viljs.
vilken ordning de viljs? ordning de viljs.
Det totala antal méjliga f £ f-f=-1-..-(f—-s+1)
kombinationer / ( ) = ﬁ _ f!
permutationer blir ... s/ st =) (f — 9)!
Symbol f! f!

C(f,s) =——— P(f,s) = ——

(f:5) st(f —s)! (.5) (f = 9)!

Generellt avgors ’antal sitt” av formeln:
Antal siatt = satt att vdlja - satt att placera

I specialfallet P4 hur méinga sitt kan man vilja ...” sd dr bara vilja-delen intressant, dvs satt att placera = 1.

Kombinationer med upprepningar
e nolikaobjekt: a,, a, ..., a,
e Urvalavstotlek k = 1 objekt dir man inte tar hinsyn till ordning bland objekt
e Varje objekt férekommer inte alls, en gang eller flera ginger

e ”Antal kombinationer med upprepningar av stotlek kK = (k +Z_1)

o Kan ofta reduceras till ”Antal 16sningat (X, X, ..., X,,) till en ekvationav typx; + x, + ...+ x,, = k.

Exempel 4.6.6: Bestim antal 16sningar till ekvationen x; + x, + x5 + x, = 7 ddrx,,x,,x5,x, = 0 drheltal.
ocha)x, = 1lochb)1<x,<4

Vid x; = a (dvsalltannatin x; = 0), x, =1
utfor “variabelbyte” medt = x; —a = 0 -t=x,—1=0

X, t X+ x3+x,=7
Sktiv om ekvation >x;+ -+ x3+x,=7-1
Sx;+t+x;+x, =6

k+n—-1 6+4—-1 9 L
Ekvationerav typx; + x, + ...+ x,, = k har... < I ) = ( 6 ) = (6) = 84 losningar

Alla 16sningar som uppfyller 1 < x, < 4 =

16sningar som uppfyller x, = 1 minus Losningar som uppfyller x, = 1: (2)
l6sningar som uppfyller x, = 5

Lésningar som uppfyller x, > 57 x;+(x;—=5)+ x3+x,=7-5
Variabelbyte + sktiv om ekvation = Sx;+t+x;+x,=2

, k+n-1 2+4-1 5\.. .
Ekvationerav typ x; + X, + ...+ x,, = k har... ( I ) = ( 5 ) = (2)losnlngar

Sammanstall resultat Losningar som uppfyller 1 < x, < 4: (Z) - (g)
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TENTA 2015-10-22 uppgift 2: Hur méinga attasiffriga tal med enbart olika siffror finns det dir siffrorna 1, 2

och 3 férekommer direkt pa varandra féljande och i den ordningen?

Vilka f6érutsittningar har vi?

e Det finns 10 siffror: 1,2,...,8,9,0

o Vivill ha olika siffror pa varje plats i talet

e Taletir 8 siffror lingt

o Kombinationen 123 ska férekomma en ging
och i exakt den ordningen

Eftersom den exakta kombinationen 123 méste
térekomma sd infér vi den som en ny symbol

Virt nya “siffersystem” bestarav: 123,4,5,6,7,8,9,0

Fragan kan stillas som ”Antal sitt att skapa
attasiffriga tal med enbart olika siffror ...”

= Anvind Antal satt
= satt att valja - sdtt att placera

Antal sdtt att vilja 123

123 kan bara viljas pa 1 sitt

Antal sdtt att placera 123

123 kan placeras som 123xxxxx, x123xxxx,
v Xxxx123x, xxxxx123 = totalt & st positioner

Antal sitt att vilja resterande 8 — 3 = 5 siffror

Det finns 7 siffror kvar (4,5,6,7,8,9,0) och av dessa
ska 5 viljas. Ordningen spelar ingen roll

= Kombinationer = (;)

Antal sitt att placera resterande 5 siffror

Finns 5 positioner “kvar” 1 det attasiffriga talet.

Vid position 1 kan 5 siffror placeras, vid position 2
kan 4 siffror placeras osv ...

= Totalt 5! kombinationer

Sammanstall resultaten

Antalsatt=1-6 - (;) -

TENTA 2015-08-20 uppgift 3: En lada innehéller 9 vita och 6 svarta bollar. Man viljer 5 bollar ur ladan.

a) Pa hur manga sitt kan man vilja sa att 3 bollar dr vita och 2 svarta?

b) Pa hur manga satt kan man vilja sa att hogst 2 bollar dr vita?

Spelaringen roll om vita bollar eller svarta bollar viljs forst (tar inte hinsyn till ordning) = kombination

Vi behéver vilja 3 st vita bollar och det finns
totalt 9 st vita.

9
Satt att valja 3 vita bollar = (3)

Vi behover vilja 2 st svarta bollar och det finns
totalt 6 st svarta

6
Satt att valja 2 svarta bollar = (2)

Multiplikationsprincipen ger totalt antal satt att
vilja 3 st vita bollar och 2 st svarta bollar

9\ /6
Satt att valja 3 vita och 2 svarta bollar = (3) (2>

Spelaringen roll om vita bollar eller svarta bollar
viljs forst = kombination

Diremot dr det viktigt att vi viljer hogst 2 st vita

Vi viljer 0 vita bollar (och dirmed 5 svarta bollar)
Vi viljer 1 vita boll (och dirmed 4 svarta bollar)
Vi viljer 2 vita bollar (och dirmed 3 svarta bollar)

;)
)

Satt att valja 0 vita och 5 svarta bollar =

Satt att valja 1 vit och 4 svarta bollar = <

O~——+ O

Satt att valja 2 vita och 3 svarta bollar =

S
Z

Vi lagger ihop alla mojliga sitt att uppna vart mal
(alternativ 1,2 och 3) med additionsprincipen

Satt att valja hogst 2 st vita bollar

~()(5)+ () () +()6)
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Ladprincipen — ”Pigeonhole principle”
Om 0 objekt skall placeras i [ lidor, dir det finns fler objekt 4n lidor (0 > [) si kommer minst en ldda att

innehilla fler in ett objekt. Generellt giller att om n objekt skall placeras i [ lidor didr n > a fér nagot positivt
heltal a, giller att minst en lada kommer att innehalla flerin a féremal.

TENTA 2015-08-20 uppgift 2a: I en slikt dr alla f6dda ijanuari. Maria och Ingvar (bada 65 dridr) dr barn till
Beatrice, som dr dotter till Clara, som dr dotter till Daniella, som dr dotter till Eugene, som ir son till Felix, som
ar son till Gerd, som ar dotter till Hans, som dr son till Johannes, som dr son till Karl, som féddes 1634 av
Antonia. Visa att nagon anfader till Maria och Ingvar tillbaka till Karl hade fyllt 36 ar nir barnet féddes.

Svar: Viborjar med att ordna férhallanden mellan respektive individ i kronologisk ordning.

1) A-K[Ar1634]-]-H-G-F-E-D-C—-B—-M ochI [Ar 1950]

2) Maria och Ingvar f6ddes 1950

3) 9 generationer har f6tts under 1950 — 1634 = 316 ar

4) 316 =9*35 + 1 och dirmed méste minst en anfader/anmoder ha fyllt 36 vid fédsel av nista generation,
detta enligt ladprincipen.

TENTA 2015-08-20 uppgift 2b: Man har 20 kort numrerade med tal 1 till 20. I ett spel ligger korten med talen
mot bordet och en spelare skall syna 11 kort. Spelaren férlorar om 2 av de synade korten har summa 21. Kan
spelaren vinna?

Svar: Vivill underséka om spelaren kan vilja 11 kort som inte innehaller partitioner av 2 kort som ger summan
21 = Det finns ett begrinsat antal delmidngder innehallandes 2 kort = Vi kan anvinda ladprincipen.

1) Det finns 10 mingder i partitionen med de 20 korten som ger summa 21. 4; = {1,20}, 4, =
{2,19},...,4,, ={10,11}

2) Om spelaren skall vilja 11 kort kommer minst en av dessa 10 delmidngder att finnas med bland de
synade korten (enligt ladprincipen) = Spelaren kan darfér omojligt vinna spelet.
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Mingdlira
Mingdlira dr en av grundpelarna inom matematik och anvinds till att kategorisera objekt i grupper baserat pa

nagon typ av gemensam egenskap. Mangder kan ofta delas in 1 mindre bestindsdelar som kallas delmingder.

Principen om inklusion och exklusion — PIE

Denna princip dr vildigt anvindbar vid 16sning av problem av typen ” Pd hur mdnga satt kan man vilja/ ordna x
objekt sa att ...”. Det vill siga vid berdkningar av antalet element i en union av flera miangder.

Kom ihag! Omvilja = Kombinationer, om ordna = Permutationer

Formellt beskrivs PIE enligt f6ljande:

n n n
i=1 i,ji<j i,jki<j<k

Principen kan beskrivas som att man ligger ihop alla miangder for att sedan dra bort de delmingder som riknas

tvd ganger. I specialfalletmedn = 3 ochA; = A,A, = B, A; = C kan principen visualiseras enligt f6ljande.

W [AUB UC|
= |Al + Bl + IC|

—(lAnB|+|AnC|+|BNnC|)
+lAnBNC|

Derangemang

Ett derangemang dr en permutation sidan att inget av objektenien mingd S,, = {1,2, 3, ... ,n} befinner sig pa
sin ursprungliga position, dvs. permutationen av mingden saknar fixa punkter. Fenomenet beskrivs rent

matematiskt av sambandet:
n

1
Antalet derangemang = !n = n! z (—1)";
k=0 '

TENTA 2012-05-30 uppgift 3b: Pi hur manga sitt kan man vilja 3 studentrepresentanter bland 10 studenter
fran tekfak och 10 studenter frin filfak, om minst en student fran varje fakultet ska viljas?

Svar: Problemet ir pd formen P4 hur minga sitt kan man vilja objekt sd att...” = PIE.

Ligg mirke till att det i detta fall r6r sig om kombinationer da vi inte ombeds ta hinsyn till ordning.

1) Uppgiften gar ut pa att berdkna antalet kombinationer som innehéller minst en student fran varje fakultet
—> Alla mojliga kombinationer minus antalet kombinationer med endast filfak. eller tekfak. studenter.

2) Alla méjliga kombinationer ges av (230)

3) Antalet kombinationerinnehallandes endast tekfakstudenter ges av (130)

4) Antalet kombinationer innehallandes endast filfakstudenter ges av (130)

5) Antalet sitt att vilja studentrepresentanter enligt villkor dr darfor (230) - (130)— (130)
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TENTA 2015-06-04 uppgift 6: Hur mianga permutationerav talen 1,2, ...,10 finns det sd att inget udda tal
hamnar pa sin naturliga position?

Detta iar ekvivalent med det totala antalet sitt siffrorna
kan placeras minus det antal dir (minst ett udda tal
hamnar pa sin naturliga position)

Vad innebir det att "inget udda tal hamnar pa
sin naturliga position”?

Pa ”forsta platsen” kan vi placera vilket som helst av
1,2, ...,10 (totalt 10 st).

Pa andra platsen kan vi placera alla utom den som blev

Pi totalt hur manga sitt kan siffrorna placeras?

placerad pa forsta plats (totalt 9 st).

Pa tredje platsen osv.

Multiplikationsprincipenger 10+ 9+ ...- 1 = 10! sitt

Pi totalt hur manga sitt kan minst ett udda tal
placeras ritt?

= Anvind principen om inklusion och exklusion (PIE).

Botja med antalet sitt att placeraut 1 udda tal
ritt. Vihar 5 udda tal och ska placera 1 av dem
ritt. Resterande 9 platseri talféljden ’spelar
ingen roll”.

Sittatt placera 1 udda tal rittav 5 st = (i)

Sdtt att placera resterande 9 tal = 9!

= Antal sitt att placera 1 udda tal ritt = (i)g!

Nir man placerar “resterande 9 siffror pa valfri
platse” ingar t.ex. kombiationen 2 udda tal
hamnar ratt”. Eftersom detta innebar att de
kommer att riknas dubbelt i totalen sa behover
den kombinationen dras bortt.

Sittatt placera 2 udda tal rittav 5 st = (g)
Sitt att placera resterande 8 tal = 8!

= Antal sdtt att placera 2 udda tal ritt = (2)8!

I kombinationen 72 udda tal ritt” ingar
ocksa 73 udda tal ritt”, som nu har tagits bort
helt frin totalen. Ligg ddrfoér in den igen.

Sittatt placera 3 udda tal rittav 5 st = (g)

Sitt att placera resterande 7 tal = 7!

= Antal sitt att placera 3 udda tal ritt = (3)7!

I kombinationen 73 udda tal ritt” ingar
ocksa 7’4 udda tal ritt”, som nu har lagts till
dubbelti totalen. Dra darfor bort den.

Sitt att placera 4 udda tal ritt av 5 st = (i)
Sitt att placera resterande 6 tal = 6!

= Antal sitt att placera 1 udda tal ritt = (2)6!

I kombinationen 74 udda tal ritt” ingar
ocksa 5 udda tal ritt”, som nu har tagits bort
helt frin totalen. Ligg ddrfoér in den igen.

Sittatt placera 5 udda tal ritt av 5 st = (g)

Satt att placera resterande 5 tal = 5!

= Antal sitt att placera 5 udda tal ritt = (:)5!

Sammanstall resultaten fran PIE

Antal sitt att placera minst 1 udda tal ritt

=) -G+ ()= o+ (g)e

“Inget udda tal pa ritt position”

= Alla m('ji'liia iermutationer

=10 (9= (sr+ (7= (et + (s!)
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TENTA 2012-05-30 uppgift 3a: Pa hur méinga sitt kan man ordna symboler {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, X} si att

monstret inte innehiller varken 01 eller 9X?

Problemet dr pa formen ”Pa hur méanga sitt
kan man ordna objektsa att...”

= Anvand PIE!

Vad innebir det att monstret inte innehiller
varken 01 eller 9X?”

Detta dr ekvivalent med det totala antalet permutationer
minus antalet permutationer som innehaller f6ljden 01
och/eller 9X

Pa hur méanga sitt kan symbolerna ordnas?

Vad ir det totala antalet permutationer?

Pa forsta platsen” kan vi placera vilket som helst av
{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, X} (totalt 11 st).

Pa andra platsen kan vi placera alla utom den som blev
placerad pa forsta plats (totalt 10 st).

Pa tredje platsen osv.

Multiplikationsprincipenger 11+ 10+ ...- 1 = 11! sitt

Vad ir antalet permutationer som innehaller
foljden 01 och/eller 9X?

Lat A; = "mingden av foljder som innehaller 017

Lat A, = "mingden av foljder som innehaller 9X”

Notera att A; = ’mingden av foljder som
innehdller 01 4ven kan innehilla 9X och
vice versa. Anvind PIE for att rikna bort
dessa och fi det unika antalet.

Mingden av foljder som innehaller 01 och/eller 9X ir lika
med A; U A, och enligt PIE har viatt

|A; UA,| = 1Al + 14,1 — |A;NA,|

Vad blir |4, |?

Man kan betrakta A; som mingden

{0W,2,3,4,5,6,7,8,9, X}

(dir O och 1 har ersatts av den kombinerade symbolen 01, sa att
den garanterat forekommer. 1 denna méngd finns nu 10 symboler)
Enligt tidigare resonemang kan vi placera vilken som helst
av vara 10 symboler pa plats 1, 9 symboler pa plats 2, 8
symboler pa plats 3 osv.

Multiplikationsprincipen ger 10 - ...- 2+ 1 = 10! sidtt

Vad blir |4, |?

Man kan betrakta A, som mingden
{0,1,2,3,4,5,6,7,89X}

(dir9 och X har ersatts av den kombinerade symbolen 9X, sa att
den garanterat forekommer. 1 denna mdéngd finns nu 10 symboler)

Enligt samma resonemang som ovan ger
multiplikationsprincipen 10+ .- 2+ 1 = 10! sdtt

Vad blir |4, NA,[?

Man kan betrakta A;NA, som mingden

{8m 2,3,4,5,6,7,89X}

(darQ och 1 samt9 och X har ersatts av 01 respektive 9X, sa art
de garanterat forekommer. 1 denna méngd finns nu'9 symboler)
Enligt samma resonemang som ovan ger
multiplikationsprincipen 9+ .- 2+ 1 = 9l siitt

Sammanstall resultaten fran PIE

Mingden av foljder som innehaller 01 och/eller 9X
=10!+10!-9!

"Monstret innehillerinte 01 eller 9X™
= Alla mojliga permutationer
— Permutationer som innehaller 01 eller 9X

= 11! — (1Ol=10N=191)

Sida 9 av 38




Talteori

Begrepp Betydelse

Exempel

a delar b
alb & Det finns ettheltal k siatth =k - a

© b dren multipel av a

12|48 eftersom 48 = 4 - 12

Primtal Ett tal = 2 som enbart delas av 1 och sig sjilvt

3,5,7,11,...

Sammansatt tal

Ett tal = 2 som inte ar ett primtal

Det dr dock “sammansatt” av flera primtal

21=3-7
3 0ch 7 drbada primtal men 21 inte dr det

sgd(30,21) =3

Minsta talet som delas av bide a och b

Storsta gemensamma delare f6r a och b 30=2-3-5
sgd(a, b) i , 21=2-3-7
Den stirsta heltalsfaktor som a och b bida innehaller
Gemensamma heltalsfaktorer/ delare: 2, 3
Storsta gemensamma delare: 3
Minsta gemensamma multipel till @ och b mg m.(8,10) = 40 eftersom 40 ar
mgm(a, b) det minsta tal som delas av bade 8

och 10

Anvindbara satser

Forutsittningar Resultat
c|la (c delar a) c|(ax + by) for alla heltal x och y
c|b (c delar b) ax + by kallas for en linjarkombination
a och b ir tva heltal Det finns tv4 heltal x och y si att: sgd(a, b) = ax + by
Minst ett av @ och b ir skilt frin 0 Exempel: 7 = sgd(21,70) =21 -(=3)+70-1

Divisionsalgoritmen

Om a och d ir tva heltal (med d > 0)
= Det finns entydigt bestimda heltal k (kvoz)och 1 (rest)siatta =k -d +71 och0 <r <d

Exempel: Lita = —16 och d = 5 = Det finns entydigt bestimda heltal k ochr sdatt —16 = k-5 +71.

Botja med att behandla fallet 16. Viharatt 16 = 3 -5+ 1.
Alltsid maste —16 = —(3:-54+1)=-3-5-1

“Problemet” dr att vijustnu har 7 = —1 men viséker 0 <r < d

B - uitiplarav a = Stillattr > 0.

Dra sedan bort lika minga multiplar.

Vifarnu—16=—-3-5 —5H8 — 1

Notera att —16 = =35 -54+45 -1 —-16=—4-5+4 dirr=4 > 0.
Vi har nu resultatet: =16 = —4 -5 + 4 & Nar —16 delas med 5 fis kvoten k = 4 och restentr = 4
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Euklides algoritm

Euklides algoritm anvinds ofta vid berakning av sgd (a, b) och vid 16sning av diofantiska ekvationer.

Exempel: Bestim sgd(a,b) = sgd(516,996)

996=1x516+(996—-1+516) =1+ 516+ 480

516 =1%480+ (516 —1%480) =1+ 480+ 36
480=13%36+(480—13%36) =13 %36 +12

36 =3%x12+(36—-3%12) =3 %12+ 0 € ALGORITMEN AVSLUTAS
12 =sgd(516,996)

ARl R

Om sgd(a,b) =1,b # 0 siges a och b vara relativt prima.
Exempel: Bestim sgd(a,b) = sgd(97,217)

217=2%97+(217—-2%97) =2%97 + 23

97 =4%23+(97—-4%23)=4%x23+5
23=4%54+(23—-4%x5)=4x5+3
5=1%34+(5-1%3)=1x3+2
3=1%x24+(B3—-1%2)=1+2+1
2=2%x14+(2—-2%1)=2%1+ 0 € ALGORITMEN AVSLUTAS
1 = sgd(97,217)

oAb =

Diofantiska ekvationer

Denna typ av ekvationer karaktiriseras av att de endast tillater heltalslésningar och ser ut som féljande:
ax, +a,x,+--+a,x,=c¢x, €L
Ekvationen harlésningar endast da sgd(a,, a,, ..., a,) | ¢
I specialfallet da n = 2 giller féjande anvindbara sats:

Lata,b,c € Zoch a,b # 0. Antagatt sgd(a,b) = 1, dvsatta och b ir relativt prima. Om (XY, ) dren

16sning till den diofantiska ekvationen
ax+by=c

sd ges samtliga 16sningarav: x = x, + bn,y =y, —an,n e Z
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TENTA 2013-06-01 uppgift 2a: Till en konferens handlar matematiska institutionen bakelser av tva typer:
dyrare och billigare. Varje bakelse kostar 42 eller 30 SEK. Hur manga bakelser képte man av vartje typ om man
betalade totalt 2706 SEK?

Svar: Viantar rimligtvis att MAI koper hela bakelser och ett storre antal dn 0. Satt x = dyra bakelser, y = billiga
bakelser. Detta leder till f6ljande diofantiska ekvation: 42x + 30y = 2706.

1. Botja med att med hjilp av Euklides Algotitm bestimma sgd (30,42)
42 = 1%30 +(42—-1%30)=1%30+ 12
30=2%124+30—-2%12)=2%124+6
12=2%6+(12—2%6) = 2% 6 + 0 ALGORITMEN AVSLUTAS
sgd(30,42) =6

2. Nista stegir att kontrollera att ekvationen harlosningar. Detta gors genom att analysera om

sgd(a,,a,)|c = sgd(30,42))|2706 < 6|2706.

Eftersom ? = 451 = Ekvationen har l6sningar.

3. Dividera bida leden av ursprungsekvationen med sgd(30,42) = 6

42x + 30y 2706
6 6

& 7x +5y =451 =¢,,

Vi skriver direfter 1 = sgd(5,7) som en linjirkombination av 5 och 7. Fér att kunna géra detta
applicerar vi Euklides Algoritm.

a) 7=1%x54+(7—1%5)=1x5+2

b) 5=2%24+(5—-2%2)=2x2+1

) 2=2x1+4+(2—-2%1)=2%1+0< ALGORITMEN AVSLUTAS

4. Uttor Eunklides Algoritm Baklinges. Botja franb) 1 3.
1=5-2%x2=5-2%(7—1%5)=3+«x5—-2%7
5. Multiplicera VI och HL. med 451 for att fa tillbaka ¢, = 451iVL

1%451 =(3%5—2%7)%*451=1353%x5—-902%7

6. Tor att fa endast positiva 16sningar maste

2) 5n—902>0 & n>2=[1804] = 181 OBS! Runda upp ty annars x <0

b) 1353—7n>0 on <=2 =]193.3| = 193 OBS! Runda ner tyannars y < 0

7. Samtliga positiva heltalslosningar ges av:

x=-902+5n,y = 1353 - 7n, dir181<n<193,n € Z
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Modulir aritmetik

Detta omride behandlar kongruensrikning eller modulorikning som bygger pa den matematiska operationen
division. Tvé tal a och b sigs vara kongruenta modulo n om och endast om talet n delar differensen mellan a och
b,a =bmodn < (a—b)|n

Anvindbara egenskaper

a=bmodn
) . ax = bx modn
X ar ett positivt heltal

a=bmodn a®* =b* modn
X ar ett positivt heltal Modnlo bevaras vid exponentiering
p primtal

(a+b)? =a? + bP mod p

a, b heltal

Fermats lilla sats

p ptimtal a’?"'=1modp
a ir ett heltal ej delbart med p & (aP™! — 1) ar delbart med p

Kinesiska restsatsen (KRS)

Kinesiska restsatsen dr vildigt anvandbar vid 16sning av kongruensekvationer och ser ut enligt fljande.

X = b, modn,
x =b, modn,

X = b, modn,
ALGORITM FOR KRS
o Dirb,,..b, ir givna heltaloch sgd(n;,n;) = 1 da i # j.
« BildatalenN =ny,m,, ..., ochN; = =i =1,2,.., k.

e Latvidare x; vara en multiplikativinvers till N; mod n; d.v.sN;x; = 1 mod n;,i = 1,2, ..., k.

e Diarx = Z{F:l b;N;x; en 16sning till systemet.

e Losningen ir dessutom entydigt bestamd vilket innebir att om X och x” dr tva 16sningar sd dr x =
x" mod N.

TENTA 2014-06-04 uppgift 3a: Hitta heltalet mellan 75 och 100 som ir kongruent med 19%* — 223 —
13% mod 23

Svar: Viser att primtalet 23 férekommer som exponent och ’kongruent modulo 23” = Fermats lilla sats?

1) Dela upp rikningarnai tre delar och applicerar Fermats lilla sats pa varje del
(2) 1972 mod 23 © 19(19%* 1) mod 23 = 19 * 1 mod 23 = 19
(b) 22 mod 23 © 2(22* ') mod 23 = 2*1mod 23 = 2
(©) 1322 mod 23 © 13(13#7 ') mod 23 = 13 *1 mod 23 = 13
2) Vi utfor sedan subtraktionerna: (a) — (b) — (c) = 19-2—-13 =4
3) Talet visoker ska alltsa vara kongruent med 4 modulo 23 vilket kan skrivas 23x + 4.
Samtidigt ska talet ligga mellan 75 < 23x + 4 < 100 vilketger 71 < 23x <96 = x = 4.
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TENTA 2015-08-20 uppgift 6: Hitta det minsta positiva heltalet x som uppfyller ekvationerna
(D x%+x=1mod5
(2)x*+x=5mod7
(3)x?+ x =3 mod 13

T . (Dx=2ty2?+2=6 =1mod>5
Borja med att gissa 16sningar till

. . 2 x=31..
respektive ekvation ) x=6,ty...
(1) x=2mod5

Detta blir nu ett linjart system av
kongruensekvationer

(2) x=3mod7
(3) x=6mod 13

Systemet kan 16sas med hjalp av KRS Se exempel nedan TENTA 2014-08-21 uppgift 4

TENTA 2014-08-21 uppgift 4: For att hitta ett hemligt tal mellan 1 och 200 16ser vi f6ljande system av
kongruensekvationer. Vilketédr det hemliga talet? Har vi hittat det egentligen?

1)3x =1mod 11
2) 4x =3 mod 13

Svar: Da det ror sig som en kongruensekvation kan vi anvinda oss av kinesiska restsatsen.

Vi borjar med att manipulera systemet
sd att vi har enbart x 1 vinsterleden. For
att gora detta behover vi berdkna den
multiplikativainversen for respektive 3=1x2+1

ekvationisystemet. Vid berdkning av 2=2%1+4+0 € ALGORITMEN AVSLUTAS
multiplikativ invers anvinder vi Ewklides

11=3+3+2

Algoritm tramlinges.
1=3—-1%2

Anvind nu Euklides algoritm baklinges | = 3 — 1(11—-3%3)

pa ekvation 1 =3-11+3+%3
=3%4—-11(dvs1=3%4-11)
1=3x4-11

Berikning av multiplikativ invers for 1mod11=(3*4—11) mod 11
ckvation 1. 1mod11 =3 *4mod11—11mod 11

e _ 1mod 11 =3 x4 mod 11
] 1
OBS! Den multiplikativa 1n¥ersen @ Notera att 1 mod 11 = 3 * 4 mod 11 ir pa samma form som

h k ttax *a - = X.
ar egenskapen a 3x=1mod11dvsx =4 mod 11

Anvind hjilpekvationen 4a~1' =1 mod 13.

= 1 mod . D Anvind Euklides algoritm framlinges pa denna.
ax = 1 mod n miste vi utfora ett 13=4+3+1

hjilpsteginnan vi kan beridkna x 3=3%140 < ALGORITMEN AVSLUTAS

Eftersom ekvation 2 inte ar pa formen

Anvind nu Euklides algoritm baklinges
pa hjalpekvationen

1=13—-4+%3

1 mod 13 = (13 — 4% 3) mod 13

Berikning av multiplikativ invers a~* 1mod 13 = (=3 %4) mod 13

for hjilpekvation Notera att 1 mod 13 = —3 * 4 mod 13 ir pd samma form
som4a = 1mod 13dvsa™! = -3

Behandla VL. och HL i ekvation 2 VL:4x

separat. Multiplicera leden med (multiplicerat med a~* = —3)
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multiplikativainversen for
hjilpekvationen

V0L :4x+xa ! =x

HL:3 mod 13
(multiplicerat med a=! = —3)
HL:3(—3) mod 13 = 9 mod 13

~x =—9mod 13 =4 mod 13
Notera att resten inte bor vara negativ. Addera darfér multiplar
av 13 (vilket bevarar modulo) till vi fir en positiv rest.

Vi har nu ett ekvationssystem: b, =4’ n, =13’
{x =4 mod 11
X =4mod13 143
For att fa fram den slutgiltiga 16sningen N, = ETH 13
anviander vi kinesiska restsatsen. N, = % 11
N.;x; =1modn, = 13x;, =1mod 11
N,x, = 1modn, = 11x;, =1 mod 13

Utf6r berikningen av multiplikativ
invers (N;x; = 1 mod n,))

Anvind Euklides algoritm framlinges/baklinges pa respektive
{xl =6

SS
X, =6

k
i=1

Xx=4x11%6+4%x13x6 =264+ 312 =576

x = x'mod N

576 = x' mod 143
576

m:4*143+4:>x’54m0d143:>

x=44+143xn, n€ Z
Da vihar kravetatt 1 < x < 200 finns bara tva 16sningar:
x =4 ochx =147
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Public Key Cryptography & RSA

Public Key Crypto bygger pa att varje entitet i en mingd av entiteter har tva krypteringsnycklar, en offentlig och
en privat. Den publika nyckeln anvinds till att kryptera meddelanden och finns tillginglig for alla, ddrav namnet
offentlig nyckel. Den privata nyckeln anvands till att dekryptera och signera meddelanden och maste hallas
hemlig, dirav namnet privat nyckel.

Bob
Hello (@q
Alice! — Encrypt
+ Alice’'s
public key
6EB69570
08EO3CE4
Alice
Hell ! /O—I'
ello
. --4— Decrypt
Alice! Alice's

private key

RSA
RSA iren algoritm som faller inom ramen f6r Public Key Cryptography och bygger pa primtalteori samt
faktorisering. Stegen i algoritmen ser ut enligt f6ljande:

e Vilj 2 stora primtal p och ¢ (Givna pa tentan)

e Sittn = pxqochm = (p—1)(g—1)

e Viljoffentligk nyckel sidanatt sgd (k,m) = 1

o Sitt den privata nyckeln a till den multiplikativainversenav k mod m: k *a = 1 mod m
o Kiyptera ett meddelande x: K(x) = x* modn

o Signera ett meddelande x: S(x) = x* mod n

o Dekryptera ett meddelande y: A(y) = y* mod n

TENTA 2015-06-04 uppgift 5: RS-klubben anvinder ett RSA-kryptosystem till passerkort som medlemmar
far. I datorn som skoter dérrarna har man matat in den offentliga nyckeln (n, k) = (5063, 1001). Vilken nyckel dr
programmerad i medlemmarnas kort?

Svar: Det 16r sig om RSA och alltsd dr det bara att folja stegeni algoritmen.

1) Vi bétjar med att primtalsfaktotiseran: n = 5063 = 61 * 83 =p * q
2) Vikannuberiknam:m = (p—1)(g— 1) = (61— 1)(83— 1) =4920
3) Den publika nyckelnk ir given: k = 1001

4) Vi tarreda pa den privata nyckeln a (med hjilp av multiplikativ invers):
1001a = 1 mod 4920 - Euklides Algoritm (fram/bak) - a = 521
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Rekursiva féljder och differensekvationer

En talfoljd sigs vara definierad rekursivt om taleni f6ljden inte dr explicit definierade (a3 = 7) utan istillet

anges genom en formel f6r hur talet a,, kan beriknas frin de féregiende taleni féljden (a, = 2a,_, + a,_,).

Generell 16sningsging

1) Dela upp i homogen l6sning a,,

n

och partikulirlosning a

(»

n

2) Bestim homogen 16sning via karakteristisk ekvation

3) Bestim partikuliransats beroende pa karakteristisk ekvation och funktion 1 hgerledet

4) Bestim partikuldrlosning med hjilp av partikuldransats

5) Anvind givna begynnelsevirden for att 16sa ut den homogena 16sningens koefficienter

6) Sla samman homogen 16sning och partikularlosning for att fa slutgiltigt svar

Antag att vi har en generell ekvation pa formen a,,, + Ba, ., —Ca, ., + Da, = (E + Fn )+ 3" Infor

toljande begrepp som ska anvindas senare.

Begrepp

Betydelse

Exempel

Homogen ekvation

”Vinsterledet = 07 .4+ Ba,,,—Ca,,, +Da,=0

Funktion

Hogerledet ska vara en funktion som
uteslutande berorav n (och inte a,,!)

f)=(E+Fn)-

Polynom-del

Ett polynom i n (idetta fallavgrad 1) | p(n) = E + Fn

Exponent-del

Valfri konstant™ funkar (hirvaldes 3) | (§)™ =

Homogen 16sning

Vad ir den homogena ekvationen?

Anta + Ban+2 - Can+1 + Dan =0

Ta fram motsvarande karakteristisk ekvation

r*4+Br’—Cr'+Dr°=0
& r*+Br2—Cr+D=0

Vad ar monstret?

A, 1 homogen ekvation = r* i karakteristisk ekvation

Speciellt giller att a,, ., = @,, med motsvarande r° = 1.

Vad blir ménstret vid ’omvind ordning”, t.ex.
a, —Ba,_, +Ca,_, =0°?

Logiken bakom det kan informellt ses som ett
variabelbyte dir ligsta graden (n — 4) ersitts med
t=n—-4= a, =a,.,0cha, ; =a,,.; osv.

Detta ger a;,, — Ba,, 5 + Ca, = 0 vilket ger KE:
r*—Br3+(C=0

multiplicitet

Ta fram 16sningar samt tillhérande multiplicitet
till karakteristisk ekvation.

Infér dven beteckningen m; = rotens

(Anvinds enbart for att tydliggora senare berikning)

Antag att vi far foljande tre 16sningar/rotter:
r*+Br?—Cr+D =0
r-1D*0r-2)r-4)32=0

7, = 1 med multiplicitet m, = 2
& {7, = 2 med multiplicitet m, = 1
r, = 4 med multiplicitet m; = 3

”Berakna” ansatsen a

i st rotter

(n)

n

Z (polynom inavgrad (m; — 1)) ()"

som

Homogena 16sningen blir aglh) = (A, + 4, ()"
+ (A (2" + (A3 + Az 0+ Agy - ) ()"

dir A;; drgodtyckliga konstanter
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Partikuliaransats

Vad ar funktionen?

fm)=(E+Fn)-

Dela upp i polynom-del och -del.

Identifiera dven polynomets grad.

p(n) =E+Fn
grad(p(n)) =1
" =

OBS!Ta hinsyn til] "den osynliga 1:an” som
mdjlig exponent-del! Se foljande exempel.

f(n) = An? + Bn* #» “ingen exponent-del”
f(n)=An*> + Bn* = (An* + Bn*)-1"=>5=1

Undersok (S)™:
Ar S en rot till den karakteristiska

ekvationen (KE), ochisi fall med vilken
multiplicitet?

Fall 1: S dr enrot till KE, med multiplicitet
Fall 2: S ir inte en rot till KE

Anvind olika partikuldransatser beroende
pa om det ror sig om fall 1 eller fall 2.

Fall 1: Ansatsen blir a? = (polynom) - S™ -n

Fall 2: Ansatsen bliral?’ = (polynom) - S™
dir (polynom) irav grad(p(n))

Exempel enligt ovan. Vi har sedan tidigare
att:

e KE:7r*+Br’—Cr+D=0
e p(n)=E+Fn
e grad(p(n)) =1

Antagatt § = 3 dr en rot till KE med multiplicitet
= Det r6r sig om Fall 1
= Ansatsen blira® = (polynom) - 3" +n

grad(p(n)) =1=
(polynom) = (p, + p,n), ddrp; drgodpyckliga konstanter

n — n
e (" =3 ~ Partikulidransatsen blir:
aglp) = (p, + pyn) - 3" " n?
Partikulidrlésning

Vad ir ekvationen?

a,,,+Ba, . ,—Ca,,, +Da,=(E+Fn)-3"

Vad ir funktionen?

f(n) =(E+Fn)-3"

Vad ar partikuldransatsen?

Antagatt a?) = (p, + pyn) - 3" - n?

Betrakta a,, som en funktionav n, dvs

iy =0, (n=n+x)=al(n=n+x)

Apta = a;zi)z; = (po +p,(n+ 4‘)) -3 (n 4 4)2

Ba, ., = Ba® = B[(po +p,(n+2))3" - (n+ 2)2]

n+2

—ra® _ . . 2
Ersittalla sina termeri VL. Cay. =Cay,, = C[(po 14 )) 3 ( ) ]
Da, = DaP’ = D[(p, +p,n) - 3" - n?]
VL HL Resultat
e Utveckla patentesernai VL nt | 3"*%(p, + p,) F-3" 4. = E
e Jimfor koefficienteri VL Po ™ P 32
(a,,-termerna) med HL (f(n)) n° | (p, +9py) 3" E-3" po+9p, = E
e Detta ger ett ekvationssystem;
16s ut virden pa de okidnda
. F-E 9E-F
konstanterna py, Py, .. Ekvationssystemet ovan ger p, = e ochp, = o

*OBS: Excempel med pahittade siffrorfor att illustrera principen.
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Begynnelsevirden

a, =l + B -
ay, =(Arp F A I+ (450)27 + (po +pyn) 3" - n*

Vad ar ekvationen?

Notera att... A;j drfortfarande okdnda medan p; beriknades ovan.

Vilka begynnelsevirden finns? Antagatt vi far (givet) ay = 0, a; = 1 ocha, = 2.

Betrakta a,, somen funktionavn, dvs | a; =0

a, = a,(n). S (Ago +Ay1 - 0)1°+ (450)2° + (py +p, - 0)-3°- 02 =0
S A+ A4 =0

T.ex. gilleratt a, = a,,(n = 0) medan
a, = a,(n=1) osv. a =1

& (A +A;, D1+ (4,2 + (py+p, - 1) 3 -12=1

Varje begynnelsevirde ger upphov till & (A +4,)+24,,+3(p,+p) =0
en ekvation. Tillsammans bildar dessa

ett ekvationssystem som kan anvindas )
for att 16sa ut de okdnda konstanterna a; =

Ay & (A + Ay - 217+ (Ay0)27 + (pg +py - 2) - 32+ 22 = 2
& (A +24,,) + 44,5 +36(p, +2p,) = 0

A,t+A4,, =0
(Ag + A1) + 24,0+ 3(py +p) =1 S
(A + 24,,) + 44,5 + 36(py + 2p;) =2

Ay, = Apy + Bp,
A, =Cpy —Dp, (notera att Py och Py dr kinda sen tidigare)
Ay = Epy

wa® = (A, +A;;m)1" + (Ag2"

S14 samman all information a, = (Ap, + Bp; + (Cp, — Dp,)n) + (Ep,)2™ + (p, + p,n) - 3™ - n?
frin homogen 16sning’
och ’partikulirlésning’ till ett

pa . I it . ott tidi .
slutgiltigt svar. ddarpg, D dr kdinda konstanter som berdknades i ett tidigare steg och

E, F drgivna konstanter fran fragan.

Att tinka pa
Tentafragor pa detta koncept brukar ofta ha tva delar.

Forsta delen handlar om att ta informationeni frigan och géra om den till en vettig differensekvation. Oftast ar
det nagot matematiskt knep, t.ex. omskrivning (2016-08-18), eliminering (2016-06-03) eller variabelbyte (2015-
08-20) som ska tas till.

Andra delen handlar om att16sa sjilva differensekvationen. Detta ir betydligt mer straightforward eftersom det

foljer ovanstiende metod. Ibland férekommer enbart denna del, dvs en ekvation ar given och ska l6sas.
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TENTA 2016-08-18 uppgift 4: En foljd {a,,} uppfyller differensekvationen
(n—-1)n-2)a,—-4n)(n—2)a,_, +3(M)(n—1a,_, = 4n+2)(nN)(n—1)(n— 2), n =3,

dira, = 5ocha, = 16.

a) Betrakta den nya foljden {b,,} dir b,y = C;—", for n = 1. Ange en ekvation med begynnelsevillkor f6r b,,.

b) Ange en formel f6r b,, och dven for a,,.

Vi séker en ny f6ljd { b, }
som ar relaterad till {an}

a
genom att b, = mn=1

Ersitt darfor alla a,,-termer i originalekvationen med motsvarande b, -term.
. a ° .
Vihar b, = —* & a, =n- b, och pisamma sitta, ; = (n—1)b,_, osv.

(n—-1n-2)a,—4n)(n—2) + 3(m)(n— 1)a,,_, blir dirfor
(n—1)(n-2)nb, —4(n)(n—2) +3m)(n—-1)(n—2)b,_,

Forenkla ekvationen
genom att férkorta bort
liknande termet.

Notera att HL = (4n+ 2)(n)(n — 1)(n — 2) dir termerna
(M) (n— 1)(n— 2) férekommer pa bida sidor om likhetstecknet.

Eftersom n = 3 dr givet sa kan de férkortas bort utan nolldivisions-problem.

Nu harvib, —4b,_, + 3b,_, = 4n + 2, n = 3, dvs en rekursiv ekvation.

Vi behéver ocksa
begynnelsevillkor ot b,,.
Anvind att vi kinner till
a, och a,.

_5_
=2

a, 16
a2=16@/b2=7/=}b2=7=8

a,
a1=5<:>/b1=T/(:)b1 5

Sammanstall all
information vi har

b, —4b,_, +3b,,_, =4n + 2, n=3
med begynnelsevirden b, = 5 och b, = 8

Bestim homogen 16sning via
karakteristisk ekvation (KE)

b, —4b,_, +3b,_, =4n + 2
=>KE: r2—4r+3=0
csr-1D@r-3)=0
{rl = 1 med multiplicitet m, =1
r, = 3 med multiplicitet m, =1
= Polynom av grad m; — 1,dvs grad 0

=bM = B ()" + B,(3)"

funktion i hogerledet

Bestim partikuldransats beroende
pa karakteristisk ekvation och

f(m)=4n+2 =(4n+2)-1"=>S5=1
S = lirenrot till KE, med multiplicitet

= Fall 1: Ansats blir b = (polynom av grad(f(n))) 1" n

= bP = (B,n+B,)n

av partikuldransats. Satt in

partikuldransats i ekvationen och VI HI Resultat
jamfor koefficienteri VL med HL.

b, —4b, . +3b, , =4n+ 2 och bP) = (Byn + B,)n ger att
(Bzn+B,)n—4
+3[(By(n—2) + B)(n—2)] = 4n + 2

Bestim partikuldrlésningmed hjlp | o | < n2(0) + n(—4B,) + (8B, — 2B,) = 4n + 2

n —4B, 4 —4B, =4 o B, = -1
n° | 8B,—2B, | 2 |8B;—2B,=3=B,=-5
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l6sningens koefficienter.

Anvind givna begynnelsevirden
och ”sittin deras n i ekvationen”
tor att l6sa ut den homogena

Vi har hittills: b, = b + bP) = B, (1)" + B,(3)" + (—n— 5)n
Begynnelsevirdena b; = 5 och b, = 8 ger féljande ekvationssystem:

b, =5
o B,()'+B,(3)*+ (-1-5):1=5& B, + 3B, =11

o B,(1)?+B,(3)*+ (-2—-5)-2=8 & B, + 9B, = 22

Anvind a, = n - b, enligt ovan.

11
B, = —
{Bl+932=22‘:’ {1 >b =5 WG
B, =—
Sla samman homogen 16sning och
. . . . .o o . . 11 11
partikularlosning for att fa slutgiltigt b, = b,gh) n b)(lp) i llgn 2 oy o
svaft. 2 6
11 11 n . 11 11 n 3 5
Avenen formel for a,, efterfrigas. a, =n (7 + ?3 -n - 5n> = 771 + ?n $3%" —n® —5n

TENTA 2016-06-03 uppgift 4: Los foljande system av differensekvationer (dir a, = by, = 1):

(1) ayy; =2a,+b,+n

(2) by =a, +2b,+3n+1

Svart att hantera system av
ekvationer. Forenklal

Forsok uttrycka b, ia,,
och direfter fi en ekvation
med endast b,, och n, dvs
en differensekvation som
vi kan16sa.

Notera att (1) a,.; = 2a,+ b, +n e a,,, —2a, —n=b,.
Ersitt b, med detta i (2) si fis:
(3) by =a, +2(a,., —2a,—n)+3n+1=2a,,, —3a,+(n+1)

Genom att betrakta (3) b,.; = 2a,,, — 3a, + (n + 1) somen funktion av
n (tink substitutionmed t = n + 1) kan vi fa fram:

Anvind nu (3) och i(2)safas
20,,,—3a,+(n+1)=a, + 2( )+3n+1
< a,,,—4a, +3a,_,=2n.

Vi behover ocksé fler
begynnelsevillkor for a,,.

Anvind att vi kdnner till a, = b, = 1.
Apey =20, +b,+n=>a, =2"a,+b,+0a,=2+1=3

Sammanstall all
information vi har

Anyq — 4a, +3a,_, =2n,
med begynnelsevirdena, =1 ocha; =3
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Bestim homogen 16sning via
karakteristisk ekvation (KE)

Ay — 4a, +3a,_, =2n
=>KE: r2—4r+3=0
csr-1D)@r-3)=0
{rl = 1 med multiplicitet m; =1
7, = 3 med multiplicitet m, =1
= Polynom av grad m; — 1,dvs grad 0

=a™ =4,(1)"+4,3)"

Bestim partikuldransats beroende
pa karakteristisk ekvation och
funktion i hégerledet

fm)=2n =2n-1"=S5=1
S = lirenrot till KE, med multiplicitet

= Fall 1: Ansats blir a® = (polynom av grad(f(n))) 1" n

= al?) = (A;n + A)n

Bestim partikulidrlosning med hjilp
av partikuldransats. Satt in
partikuldransats i ekvationen och
jamfor koefficienteri VL med HL.

a,.,—40, +3a, ;= 2nocha® = (A;n + A,)n ger att
A;n+1)+4)(n+1)—-4
+3[(4;(n—1)+A4A,)(n—-1)] =2n

& ... ©n2(0) + n(—44,) + (44, — 24,) = 2n

VL HL
nt —44, 2

Resultat

1
—44; =26 Ay =3

n° | 44, —24, | 0 |44,—-24,=0=4,=-1

Anvind givna begynnelsevirden
och 7sittin deras n i ekvationen”
for att16sa ut den homogena
l6sningens koefficienter.

Vi har hittills: @, = a% + a®? = 4,(1)" + 4,3)" + (_g_ 1) n

Begynnelsevirdena a, = 1 och a; = 3 ger f6ljande ekvationssystem:
a, =1

0
®A1(1)°+A2(3)0+<—§— 1)-0 =1 A4,+4,=1

a, =3

1 9
oA, +A4,(3) + (_E_ 1)- 1=34,+34, =3

-3
A +4, =11 A1:T —3 7
9 o =a = ()" +-3)"
A +34, = 7 4 4
2 AZ = —
4
— a4 ___3+Zgn_f_
Sla samman homogen 16sning och an = Qy an” = 4 4 2 .
partikularlosning for att fa slutgiltigt -3 7 2
svaf. b, =2a, -3 +tne bn=2<7+13" 2—n>—
Aven en formel for b,, ska tas fram. _3 < ) n oo
Anvind b, = 2a, —3a,,_; +n
(ekvation 4 enligt ovan.) 3 7 2
(=1 bn = —Z+Z3n +7—n
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2015-10-22 uppgift 3: Los ekvationen a, .5 — 6a,,, + 11a,,, — 6a, = 3n,dira, =a, =a, =1,n = 0.

Anez— 60a,,,+ 1la,, ; —6a, =3n

>KE: r*—6rr+11r—-6=0

osr-1D)r-2)(r-3)=0

Bestim homogen 16sning via r; = 1 med multiplicitet m;, = 1

karakteristisk ekvation (KE) & {1, = 2 med multiplicitet m, =1
r; = 3 med multiplicitet m; =1

= Polynom av grad m; — 1,dvs grad 0

= a =4, (D" +4,@)" + 4,3)"

fM)=2n=2n-1"=S5=1

Bestim partikuldransats beroende . . e
. parti . S = lirenrot till KE, med multiplicitet
pa karakteristisk ekvation och

funktion i hogerledet = Fall 1: Ansats blir agf') = (polynom av grad(f (n))) 1" -n

= a®? = (4,n+ A)n

Az — 6 + 11a,,, — 64, = 3n och

a? = (A;n + A)n ger att

A,n+3)+A)(n+3) -6
+11[(A,(n+ 1)+ A.))(n+1)] -6 =3n
Bestim partikulirlsning med hjalp | € ... © n?(0) + n(44,) + (—44, + 24;) = 2n

av partikuldransats. Satt in

partikuliransats i ekvationen och VL HL Resultat

jamfor koefficienteri VL med HL. 1 3
" 4, 3 44,=30 4, =

n° | 24, —44, | 0

3

Vi har hittills: @, = a® + alP = 4, ()" + 4,(2)" + A, Q)" +
(3 3

-n + —) n

4 2

Begynnelsevirdena a, = a; = a, = 1 ger féljande ekvationssystem:

Anvind givna begynnelsevirden g, =19 A +24, +34; = ——
och ’sittin deras n i ekvationen”
for att 16sa ut den homogena
l6sningens koefficienter.

29
A+ A+ A, =1 (4, =2
c 8

A +24, +34;= -7 A, =-3
| 3

A+ 44, +94; ==5 | A;=¢

29 3
= a = = (D" =32+ 2 (3)"

Kombinera homogen 16sning och
partikularlosning till slutgiltigt svar.

29 3 3 3
ay=al +al = ("= 3@+ @)+ (Gn+ )
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Induktionsprincipen
Induktionsprincipen handlar om att kunna bevisa att ett visst pastaende giller for alla heltal n (typisktmed n
storre dn ett visst tal n,) med hjilp av en egenskap hos heltalen, nimligen att de dr vilordnade. Det betyderatt 1

foljs av 2, som f6ljs av 3, som foljs av ..., som f6ljs av p, som f6ljs avp + 1.

Kan man visa att ett pastiende giller for basfallet (t.ex. n = 3) och att pastaendet dven gillerférn = p + 1
(efter att fOrst ha gjort antagandet att det giller for fallet n = p) sa siger induktionsprincipen att det giller for
alla taln = 3. Med andra ord: om ett pastiende giller for ettvissttaln = pochférn = p + 1, sa gillerdet
ivenforn = (p + 1) respektiven = (p+ 1) + 1 osv.

Formellt
Latn = n, vara ett heltal och lit P vara ett pastiende som ér sant f6r n = n,. Anta P dr sant f6r ndgot n =

p = n,. Ompiastiendet dven drsant for n = p + 1, sa dr P sant £6r varje heltal n = n,.

Loésningsgang
1) Bevisa att pastaendet ar sant for basfallet n = ny.
2) Antaatt pastaendet dr sant for ettvisstn = p,diarp = n,

3) Bevisa att pastaendet dr sant dven f6rn = p + 1(hir fir man anta (2) dvs pastiendet drsant fér n = p)

Exempeluppgifter

(n%+n) 2
for alla heltaln > 1.

TENTA 2016-08-18 uppgift 1: Visa att )p_, k> =

n=1

Visa att pdstdendet giller Z 3 a3 _ 12+ 1) ﬁ _ B |
f5r basfallet . = 1 VL: k®=1°=1, HL: — 1" 1, VL = HL = OK!

Anta att pastdendet
giller for ettvisstn = p

Zk3 _@*+p)? _pt+2p’+p* p'(P’+2p+1) p’p+1)°

dirp > 1 ~ 4 4 4 4
n=p+1 n=p n=p+1
VL: Z k3=2k3+ Z k3=w+(p+1)3
k=1 k=1 k=p+1

Visa att pastaendet giller

2 2
ivenforn =p+ 1 HL: (p+1) ((P+ 1)+1)

4
_(p+1%(p+2)?
B 4
(p+1D*(p*+4p +4)

Dela upp summan i tva
delar: summan av de
forsta p termerna (darvi | =

kan anvinda pastdendet 4
for n = p) och summan | _ p(p+1)* n (4p+4)(p+1)?
avdenp + 1l:te termen | 4 4
2 2
p(p+1)
=——7  +t@+DE+1D?
(p+1)° ,
=#+(p+1)3, VL = HL = OK!
Eftersom pastiendet gillerforn = lochn = p + 1 (under forutsittning att
2 2
Induktionsprincipen | n = p giller) sa ger induktionsprincipen att pastiendet Yp_, k* = (07 +n) galler

for alla heltal n = 1, vilket skulle visas.
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. . . n j—
TENTA 2015-08-20 uppgift 1: Visa att Y3y g =

1

" f5ralla heltaln > 1.
in+1

Visa att pastaendet giller
for basfalletn = 1

VL_”il 1 ~ 1 ~ Lo 11
L (4k-3)(4k+1)  (4-3)(4+1) 5 4+1 5
VL =HL = OK!

Anta att pastaendet
giller for ett visstn = p
dirp=>1

n=p

1 P
kz_; (4k —3)(4k+1) 4p+1

Visa att pastdendet giller
avenforn=p+1

Dela upp summan i tva
delar: summan av de
forsta p termerna (ddr vi
kan anvinda pastdendet
tor n = p) och summan
avden p + 1:te termen

n=p+1

1
VL kZl (4k — 3)(4k + 1)

n=p+1

S
1l
=

1 1
ak—3)@k+1) T k_z 4k —3)(4k + 1)

k=1 p+1

n=p

_Z 1 N 1

B L (4k—3)(4k+1) ~ (4(p+ 1D -3)NUE+1)+1)
n=p

B 1 N 1

B £ (4k—3)(4k+1) * (4p+1)(4p+5)

R 1

4p+1 (4p+1D(4p+5)

_pp+5) 1 _ 4p*+5p+1
 4p+1  (Ap+1)Up+5) (4p+1)(4p+5)
HL p+1  p+1 (p+1DUp+1)  4p°+5p+1

"4p+D+1 4p+5 (p+5@p+ 1) Gp+53Up+ D

VL = HL = OK!

Induktionsprincipen

Eftersom pastiendet gillerforn = lochn = p + 1 (under forutsittning att

n = p giller) s ger induktionsprincipen att pistdendet Y p_, D kD)

n

giller for alla heltal n > 1, vilket skulle visas.
an+1
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TENTA 2016-06-03 uppgift 1: Visa att 13™ — 6™ dr delbart med 7 {or alla heltal n = 0.

Visa att pastaendet giller
for basfalletn = 0

139-6°=1-1=0, 0 ar delbart med 7 = OK!

Anta att pastdendet
giller for ett visstn = p
dirp=10

13P — 6P ar delbart med 7
& 13P — 6P ar en multipel av 7

S 13P—-6P =7 -k, for nagotk

Visa att pastaendet giller
ivenforn =p+1

13p+1_6p+1=
=13-13? —6- 67
=(6+7)-13? —6- 6P
=6-137 +7-137 — 6+ 6P
= 6(137 — 67) +7-137
=67k +7-13P

= 7(6k + 13P), 7(6k + 13P) ar delbart med 7 = OK!

Induktionsprincipen

Eftersom pastiendet giller f6rn =

Oochn = p+ 1 (under férutsittning att

n = p giller) sa ger induktionsprincipen att pastiendet 13™ — 6" idr delbart med

7 giller for alla heltal n = 0, vilket skulle visas.

TENTA 2015-06-04 uppgift 1: Visaatt4+5+7 +9 + -+ (2n +3) = (n + 2)? for alla heltaln > 1.

Visa att pastaendet giller
for basfalletn = 1

VL:4 +5=09,
VL = HL = OK!

HL:(1+2)2=32=9,

Anta att pastdendet
giller for ett visstn = p
dirp=>1

44+5+7+9+-+C2p+3)=(@+2)*, p=21

Visa att pastaendet giller
avenforn=p+1

VL:44+54+74+9+ -4+ 2p+3)+ 2(p+1)+3)

=44+5+74+9+ -+ 2p+3)+(2p+5)
=(p+2)?*+2p+5)
=p?+4p+4+2p+5=p2+6p+9

HL:((p+1) +2) = (p+3)? = p2+6p +9

VL = HL = OK!

Induktionsprincipen

Eftersom pastiendet gillerforn = lochn = p + 1 (under forutsittning att
n = p giller) si ger induktionsprincipen att pastiendet 4 +5+7 +9 +--- +

2n+3) =+ 2)? giller f6r alla heltal n = 1, vilket skulle visas.

Anvindbara trick

e Summor kan ofta delas upp i tva delar: summan av de férsta p termerna+ summan avden p +
1:te termen (som bara ar den p + 1:te termen).

Detta gor det enklare att dteranvinda pastaendet som géiller for n. = p, vid bevisav falletn = p + 1.

e Avenexponenter blir oftare littare att hantera om man delarupp p + 1 i p respektive 1, t.ex. vid
(x+ 1P =(x+DP(x+ 1)
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Grafteori

G = (V(6),E())

Har inga kanter dir indpunkterna sammanfaller

Beteckning Betydelse Exempel
V(G) Mingden av alla hérn (jamf. "noder”) till grafen G. V(G) ={a,b,c,d}
) . E(G)
E(G) Mingden av alla kanter (jimf. ”bagar”) till grafen G. _ {{a ¢} {c d}}
Enkel graf Har hogst en kant mellan tvé olika h6rn

Grannar Tvahorn a och b sigs vara grannar om de forbinds av en a d
kant :
Isolerat horn Om ett horn (d) inte dr andpunkt for nigon kant )
Multipla kanter Tva kanter med samma dndpunkt (ab, bc) b ¢
Gradtal / valens: Talar om hur minga kanter som har ett
dg (v) ;
d(v) visst hérn v som dndpunkt. Eventuellaloopar riknas ds;(b) =13
v dubbelt.
k-reguljir: Alla horn har gradtal k
(k)-reguljir graf . .
En graf G kallas reguljar om den ar k-reguljir f6r nigot k
Fullstindig / komplett: Enkel graf dir vatje par av hérn ar
K, forbundna med en kant. Den kompletta grafen med n hérm K,:
betecknas K,,.
e . G G
Komplementet till G dr en enkel graf som har samma horn
G som G, och dessa hérn ska vara grannar om och endast om
de inte dr grannar i G.
Deloraf En delgraf (G”) till en graf G bestirav en delmingd av dess
& kanter och horn. Helt enkelt en mindre graf inuti grafen.
Alternerande f6ljd av kanter och horn (ej nodvandigtvis
Vig olika)
Exa—-b-oa-c
En vigdir alla hérn dr olika
Enkel vig
Exa—-b-c
Starthérn dr samma som sluthérn, dvs vy, = v;
Sluten vag b e
Exa—->b-o>c—->b-a
Cykel av lingd k: Enkel och sluten vig
Vv, =V, = -+ = v, > v; med minst K > 3 hom
Exa—»b—->c—->e—a
Cykel avlingd 2: Sluten vig v; = v, — v; med minst tva ¢ )
Cykel :
multipla kanter
Exa—-b—-a
Cykelavlingd 1: Sluten vig v; — v, (loop)
Exa—-a
Sammanhingande | Det finns en enkel vig mellan varje parav horn i grafen
graf
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Anvindbara satser

Forutsittningar Resultat Forklaring

"Handskakningslemmat”

For alla grafer G Z d,(v) = 2-|E(G)| | En kant har alltid tvd dndpunkter / hérn (dven dessa kan vara
giller att:

samma, som i en loop) sa summan av alla kanters gradtal

veV(G) . . . .
maste alltsa vara dubbelt s stor som antalet horn.

For alla grafer G | Det finns ett jimnt antal
galler att: horn med udda gradtal

Isomorfa grafer

Isomorfi betyder ”samma form”, si tva grafer som ir isomorfa har samma strukturi grund och botten. Aven
om de kan se olika ut vid férsta anblick och ha olika namn pa hérnen sa gar det alltid att vrida, vinda och rotera

pa dem sa att de bliridentiska. Notera att dessa operationer bevarar strukturen —man far alltsa inte bryta av

kopplingar eller skapa nyal

For att visa att G; och G, ir isomorfa s maste man kontrollera tva saker:

)
2)

For varje kanti G, sd mdste det finnas en motsvarande och matchande kanti G,,.

For varje kanti G, sd mdste det finnas en motsvarande och matchande kanti Gj.

Det enkla sittet dr att géra foljande:

1)
2)
3)
4)

5)

0)

Undersok antalet hérn i G; och G, — de méste vara samma for att graferna ska vara isomorfal
Undersok gradtalet f6r varje horn 1 G; och lista dessa i stigande ordning

Undersok gradtalet f6r vatje hérn 1 G, och lista dessa 1 stigande ordning

Om listorna ar exakt identiska med avseende pa bade ordning och gradtal f6r G, och G, s ir graferna
isomorfa, annars ar de inte isomorfa.

Identifiera vilka h6rn i G; som motsvarar hérnen i G,, baserat pa att de ska ha samma gradtal och att
deras grannar ska matcha” 1 gradtal.
Om det finns flera kandidater for ett h6rns motsvarighet kan det bli nédvindigt att utféra rotationer och

vridningar av t.ex. G, for att fa fram en fungerande isomorfi.
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TENTA 2015-06-04 uppgift 2a: Ar graferna G, och G, isomorfa?

G]

12 11

4

6

3 b

C

Undersok antalet hérn i G; och G,

G, har 12 hérn och G, har ocksd 12 hérn = De kan vara isomorfa.

Undersok gradtalet f6r varje horn i
G, och lista dessa i stigande
ordning.

Undersok gradtalet for varje horn i
G, och lista dessa i stigande ordning

Horn G4 Hoérn G, Gradtal
1 a 3
2 b 3
3 C 3
4 d 3
9 i 3
10 j 3
11 k 3
12 m 3
5 e 4
6 f 4
7 g 4
8 h 4

Jamfor G, -listan med G, -listan

Listorna dr exakt identiska med avseende pa bade ordning och gradtal
for G; och G, < graferna dr isomorfa.

Identifiera vilka hérn i G; som
motsvarar hornen i G,, baserat pa
att de ska ha samma gradtal och att
deras grannar ska ’matcha” i

gradtal.

5 = e idren mojlighetmen 5 = f, 5 = g och 5 = h irocksa
mojliga.

P4 samma sittir 6 > e,6 = f, 6 = g och 6 = h ir ocksa mojliga.

Om det finns flera kandidater for
ett horns motsvarighet kan det bli
nédvindigt att utfora rotationer och
vridningar av t.ex. G; fOr att fa fram
en fungerande isomorfi.

Ligg mirke till att om man roterar ef gh i G, med 90° moturs sa fas
Gy

Det blir darmed lattare att se en isomotfi:

1-a,2->d,3->c,4>b,5>e¢,6>f, 7—>g,
8-h9-i,10-m 11-k,12>j

Notera ocksi att det finns flera tinkbara isomortfier: att rotera abcd
och ijkmi G, med 90° medurs vardera skulle ocksa resulterai Gy
fast med en annan mappning (1 - b, 2 - a etc.)
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Eulergrafer

Namn Definition
Eulervig En vig som passerar varje kant i en (sammanhangande) graf exakt en ging
Eulercykel En sluten Eulervig (borjar och slutar pa samma hérn)
En grat som innehaller en Eulercykel (sluten Eulervig)
Eulergraf -~
”Grafen dr Eulersk”

Sats 8.3.2 1 Asratian et al. (2014) sager att o G dr en sammanhingande graf i planet med minst en kant, sa giller att:

Sluten Eulervig < varje horni G har jamnt gradtal < Eulersk graf
Oppen Eulervidg < exakt tvd horn har udda gradtal < Ej Eulersk graf

Som kuriosa kan nimnas att en 6ppen eulervig startar och slutari hérnen med udda gradtal.

Exempeluppgift 8.12

Gar det att forma en 120m lang staltrad till en kub vars sidor dar 10m vardera?

Svar: En kub med sidlingd 10m dr férvisso en 3D-form men kan modelleras som en ”’sned tillplattad” 2D-form

1 planet (rital). Viser att varje horn har det udda gradtalet 3, vilket enligt satsen ovan innebir att det varken finns

en sluten eller 6ppen Eulervig. Alltsa kan man inte pa nagot sitt ligga staltriden sd att den passerar varje kant

exakt en gang (dvs konstruera en kub utan att staltriden 6verlappar niagonstans).

TENTA 2015-06-04 uppgift 2b: Ar grafen Eulersk?

™

AN

ArG en sammanhdngande graf i planet med minst en kant? Ja.

Undersok férutsittningar for sats = Kananvinda sats 8.3.2

(varje horni G har jamnt gradtal < Eulersk graf)

d(a) =6 d(e) =6
d(b) =4 d(f) =2
Undersok gradtalet for varje horn i G d(c) =6 d(g) =4
d(d) =2 d(h) =6

Alla horn har jamnt gradtal <& grafen dr Eulersk.
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Hamiltongrafer

Namn Definition

Hamiltonvig En enkel vig som innehaller varje horn i grafen

Forutsatt att grafen har minst tre hérmn:
Hamiltoncykel En cykel sominnehaller varje hom i1 grafen, alt.
En sluten vig dir varje hom (férutom start och slut) férekommer exakt en gang.

i En graf som innehaller en Hamiltoncykel
Hamiltongraf ) .
”Grafen ar Hamiltonsk”

Notera att Eulergrafer berér kanter medan Hamiltongrafer berér hérn. Nedan foljer satser for att avgéra om en
graf innehéller Hamiltoncykler eller inte ("ar Hamiltonsk™) och om en graf innehaller Hamiltonvigar.

Anvindbara satser

Forutsittningar Resultat

Om den resulterande grafen har minst k + 1 sammanhingande

G dr en enkel graf komponenter = G innehaller inte ndigon Hamiltoncykel.

Anta att man tar bott Vy, V,, ..., U}, (K st)

hérn i G samt deras tillhérande kanter Tips: Det dr smart att forsoka ta bort hirn med hoga gradtal, tink

Strategiska knytpunkter, for att fa loss manga komponenter samtidigt.

Om det for alla parav hém (v,, vy) gilleratt d(v, ) + d(vy) =n

G ir en enkel graf med n = 3 horn. ) )
= (G innehaller en Hamiltoncykel

Om gradtalet f6r varje hérn i grafen dr minst z
G ir en enkel graf med n = 3 horn. 2

= G innehaller en Hamiltoncykel

Sida 31 av 38



TENTA 2015-06-04 uppgift 2b: Ar grafen Hamiltonsk?

: Ca
|

Undersok vilka forutsittningar vi har G aren erll.kel grafmed n =8 hoorn.. Hom d och f har. enba.rt gradtal
2 vilket gor att satserna om att pavisa Hamiltoncykler inte biter.

Prova istillet att visa pa motsatsen,
dvsatt G inte 4r Hamiltonsk.

Tabort den = 2 st hornen ¢ och e,
ty de verkar vara de mest centrala
knytpunkterna.

Efteratt ha tagit bort 2 hérn far vi 3 sammanhingande
komponenter.

3 = 2+ 1 = (G innchaller inte nigon Hamiltoncykel.

= ( ar inte Hamiltonsk.

a b C

TENTA 2013-08-22 uppgift 2b: Ar grafen Hamiltonsk?

G ir en enkel graf med n = 9 hérn.

Satserna om att pavisa Hamiltoncykler biter inte.

Att forsoka bryta ned grafen i sammanhingande komponenter
genom att ta bort hérm ger inte heller effekt.

Undersok vilka forutsittningar vi har

a b C
Aterstir att manuellt hitta en
Hamiltoncykel.
d € f
En tinkbar Hamiltoncykel dr:
a-d->g->h-i->f-oe- g h

c—o>b-oa

G innehiller en Hamiltoncykel = G dr Hamiltonsk.
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Bipartita grafer

Bipartit betyder ’tva delar’”, si en bipartit eraf ska kunna delas uppi tva delar som tillsammans innehdller alla
p Yy ) p gr pPp

hérn men inte 6verlappar sinsemellan.

Namn Definition
En graf G kallas bipartit om hornen i G kan delas upp i tva (icke-tomma) mangder X och
Y sidanaatt V(G) = X UY,X NY = @ och varje kanti G har den ena indpunkteni X
och den andrai.
Bipartit graf
Alternativ definition:
En graf G kallas bipartit om hornen i G kan ”firgas” pd sa sitt att vatje horn fir en firg
medan varje par av hérn som férbinds av en kant far olika firger.
Bipartition Ett par (X,Y) av mingder i en bipartit graf
Fullstindigt Enkel bipartit graf med bipartition (X,Y) dir vatje hérn i X 4r granne med varje horn i Y.
bipartit graf Om |X| = moch |Y| = n sa betecknas grafen K, .

Anvindbara satser

Forutsittningar Resultat

Det finns inga cykler av udda lingd

N/A & Grafen ir bipartit

Figur 1 - Den fullstindigt bipartita grafen K
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Planira grafer

Namn Forklaring Exempel
En graf ar plandr om den har dtminstone en
plan inbdddning dir tva kanter aldrig skir
varandra férutom 1 horn.
Planiir graf Grafen kan ”p/'czz‘z‘ax ned” i planet pa ett {d’z‘z‘ sd att _>
tva kanter aldrig skér varandra forutom i horn.
Notera att man dven miste ta hinsyn till grafens Tl ynes <] planar il
isomotfier och alternativa (men ekvivalenta)
representationer. Se exempel.
En geometrisk representation av en graf i
planet.
Plan inbaddning
Notera att den plana inbiddningen ska ha samma Planir graf , Plangraf
antal regioner som den plandra grafen. I Plan nbbidning
En plan inbiddning av en planir graf.
Plan graf En plandr graf kan alltsi varai 3D medan en plan
graf aren plan inbdddning av den plandra grafen
(dvs 2D).
Varje plan graf delar planet i regioner som
Region begrinsas av kanter. R,
I excemplet visas de 4 regionerna Ry, Ry, Ry 0ch R,. R,
. . R
Yetre region Den yttri regionen (R, ,1’ detta exe{npel.) kan 4 R
ses som resten av plane?” och har odndlig area.
Kantunderdelning Ta bort en ka{lt, lagg till ?tt nytt hérn och %,
anslut detta horn med tva nya kanter. 4, o
* @,.%4).
Underdelning En graf G ar enounderdelning aven graf H %
om G kan fas frin H mha kantunderdelningar
H G (underdelning av H)
Anvindbara satser
Forutsittningar Resultat
G ir en sammanhingande plan graf med “Eunlers formel”
v hérn, e kanter och 1 regioner. v—e+r=2
G ir en enkel graf med e kanteroch v = Ome >3v—6
3 hormn = (G ir inte planir
G ir en enkel, ssmmanhingande, bipartit Ome >2v—4
graf med e = 3 kanter och v hérm = (G ir inte planir
En graf innehallerinte K eller K3 5 (eller "Kuratowskis sats”
nagon underdelning av dessa) som En graf innehaller inte K5 eller K3 3 (eller nagon underdelning av
delgraf. dessa) som delgraf & Grafen dr planir
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Trad

Namn Forklaring Exempel
Trad Sammanhingande graf utan cykler i
Skog En graf vars komponenter ir trid {
Lov Hoérn med gradtal 1 i
Uppspinnande delgraf | En delgraf som innehiller alla hém - l
Uppspinnande trid | En uppspidnnande delgraf som ir ett trid -»>
. En graf dir varje kant har ett reellt tal tillordnat :
Viktad graf sig (en s.k. kostnad) N A
Minimalt Ett uppspinnande trid med ligsta mojliga
uppspiannande trad summa av kostnader 3

Anvindbara satser

Forutsittningar Resultat
Det finns en entydigt bestimd enkel Det finns en entydigt bestimd enkel vig mellan vatje parav hém i G
vig mellan vatje par av hém 1 G © G drett trid
G ir en sammanhingande graf och G ir en sammanhingande graf och |[V(G)| = |[E(G)|+ 1
V(&)= IE@G)]+1 © G ir ett trid
G saknar cykleroch [V (G)| = G saknarcykleroch [V(G)| = |E(G)| + 1
|E(G)|+ 1 < G dr ett trdd

Ligger man till en kant mellan tva hérn som inte redan férbinds

G arett trad . .
= precis en cykel uppstar

Om man tar bort valfri kanti G

G ir ett trid = G blir osammanhidngande

Varje uppspannande trid som produceras av Kruskals algoritm ar

G ir en enkel sammanhingande graf .
minimalt.

Kruskals algoritm
1) Sitti = 1. Viljen kanti G med minimal kostnad, detta utgér nu en delgraf till G.

2) Utga ifrin den nuvarande delgrafen. Lagg till en av de aterstaende kanterna pa sa sitt att:
a. Kostnaden dr minimal

b. Delgrafen som innehaller de valda kanterna inte innehaller nagon cykel

3) Omi =n— 2sadrviklara. Annars, sitt i = + 1 och gi till steg 2.
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TENTA 2016-08-18 uppgift 2: Ar grafen Eulersk/Hamiltonsk/bipartit/planir?

Undersok vilka forutsittningar vi har
for att pavisa att grafen ir Eulersk

Ar G en sammanhangande graf i planet med minst en kant? Ja.

= Kananvinda sats 8.3.2
(varje horni G har jamnt gradtal < Eulersk graf)

Undersok gradtalet for varje hér

Alla horn har jamnt gradtal & Grafen dr Eulersk!

Undersok vilka forutsattningar vi har
for att pavisa att grafen ar
Hamiltonsk

Grafen ir en enkel graf med n = 18 hoérn.
Satserna om att pavisa Hamiltoncykler biter inte.

Att forsoka bryta ned grafen i sammanhingande komponenter
genom att ta bort t.ex. B och O ger inte heller effekt.

Aterstar att manuellt hitta en
Hamiltoncykel.

En tinkbar Hamiltoncykel ar:
E-A-G->D->F->C->H->
O-1I'-H ->C -F ->D'—-
G >A->E ->B->I->E

Grafen innehaller en Hamiltoncykel & Grafen ir Hamiltonsk!

Undersok vilka forutsittningar vi har
for att pavisa att grafen dr bipartit

Grafen ar bipartit & Det finns inga cykler av udda lingd.

Undersok vilka cykler som finns och
hur langa de ér

Det finns ett flertal cyklerav lingd 3 (udda), t.ex. A > G = E -
A. Alltsa finns minst en cykel av udda lingd sa grafen dr inte

bipartit!

Undersok vilka forutsattningar vi har
for att pavisa att grafen dr planir

Grafen dr en enkel, sammanhingande, bipartit graf med v = 18
hérn och e = 27 kanter.

Satserna om att pavisa att grafen inte dr planir biter inte.
Kuratowskis sats blir jobbig att anvinda (dven om det sikert gar!)

Vi har aven en geometrisk representation av grafen 1 planet, dvs en
plan inbiaddning,

Aterstar att anvinda definitionen av en
planir graf.

"En graf dar plandr om den har atminstone en plan inbiddning dér tva kanter
aldrig skdr varandra forutom i horn.”

Alla kanter skdr varandra enbart i horn, alltsa dr grafen planir!
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TENTA 2016-06-03 uppgift 2:

a) En sammanhingande planir graf har endast h6rn med gradtal 4. Ange antal regioner i grafen som en funktion

av antalet kanter

b) Visa att varje graf med 4 noder ar planir

c) Betrakta en graf med 5 noder, varav en av dem har gradtal 2. Visa att grafen dr planir.

a) Undersok vilka forutsdttningar vi har

Grafen dr en sammanhingande och planir graf med v horn, e
kanter och 7 regioner. Hornen har alla gradtal 4.

Specificera vad vi soker

Vi soker antalet regioneri grafen (1) som en funktion av antalet
kanter (€), dvs r = r(e).

Eftersom vi forsoker koppla samman

vara ritt vig att ga.

regioner med kanter, verkar Eulers formel

Grafen dr en sammanhingande och plan graf

= Kananvanda Eulers formel: v —e+1r = 2

e och r ir kianda frin Eulers formel. Vi
saknar fortfarande en okind v = v(e).

Handskakningslemmat giller for alla grafer: ), d(v;) = 2e
Vivetatt d(v;) = 4 for alla hérn, och det finns v st hérmn
= 4v = 2e

Losutr = r(e).

{v—e+r = 2

Cedr =2 (&)=2+-
4y = 2e (:)E—e r = & rie) = E

b) Undersok vilka forutsittningar vi har

En graf har 4 noder.

Varje graf med 4 noder maste vara en

delgraf till den kompletta grafen K,

Den kompletta grafen K, ir planir (se liroboken!)
= Varje delgraf till K, dr ocksa planir

= Varje graf med 4 noder ar planir. VSV.

¢) Undersok vilka forutsittningar vi har

En graf har 5 noder, varav enav dem har gradtal 2.

En graf med 5 noder kan konstrueras
genom att ta en graf med 4 noder och
utféra en kantunderdelning,

—>

Utnyttja tidigare delresultat

Enligt b) sa ar alla grafer med 4 noder planira.
En kantunderdelning pd en planir graf kan alltid goras planirt.
= En graf med 5 noder varav en med gradtal 2, dr planir. VSV.
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TENTA 2014-10-23 uppgift 4: Ar grafen Eulersk/Hamiltonsk/bipartit/planir?

B

Undersok vilka forutsittningar vi har for
att pavisa att grafen ar Eulersk

At G en sammanhingande graf i planet med minst en kant? Ja.

= Kananvinda sats 8.3.2
(varje horni G har jamnt gradtal < Eulersk graf)

Undersok gradtalet for varje hom

d(F) = d(H) = 3 (udda) = Grafen ir inte Eulersk!

Undersok vilka forutsittningar vi har for
att pavisa att grafen ir Hamiltonsk

Grafen ir en enkel graf med n = 8 hérn.
Satserna om att pavisa Hamiltoncykler biter inte.

Att forsoka bryta ned grafen 1 sammanhingande komponenter
genom att ta bort hérn ger inte heller effekt.

Aterstar att manuellt hitta en

Hamiltoncykel.

En tinkbar Hamiltoncykel ar:
B-C->D->E->F->G-oH->]1->A-B

Grafen innehaller en Hamiltoncykel < Grafen ir Hamiltonsk!

Undersok vilka forutsittningar vi har for
att pavisa att grafen dr bipartit

Grafen ar bipartit & Det finns inga cykler av udda lingd.

Undersok vilka cykler som finns och hur
langa de ar

Det finns en cykel avlingd 3 (udda): A > H —» [ - A.
Alltsa dr grafen inte bipartit!

Undersok vilka forutsittningar vi har for
att pavisa att grafen dr planir

Grafen ir en enkel, sammanhingande graf med v = 18 horm
och e = 27 kanter.

Aterstir att anvinda definitionen av en

plandr graf.

Vid f6rsta asyn verkar grafen inte vara
plandr. Men tink pd att betrakta dess
isomotfiet!

Med hjilp av strukturbevarande
operationer (vridning, vindning,
rotation) sa fas foljande:

A

Grafen dr isomotf till denna graf, diralla kanter skir varandra
enbart 1 hérn. Det finns alltsa minst ”en plan inbdiddning ddir tva
kanter aldrig skér varandra forutom i horn” = grafen dr planirl
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