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Allmant

Det har haftet sammanfattar kursen TAOP14, Optimeringslara grundkurs, vid LiTH. Den ar hastigt
ihopsatt och riskerar darfér innehalla ett eller annat fel — undertecknad vill reservera sig for det ©.
Stoter ni pa nagra grovre fel eller har asikter om vad som kan géras annorlunda/utvecklas sa tar jag
garna emot forbattringsforslag per mejl. | huvudsak ar den skriven fér egen vinning och eget larande,
men jag hoppas ocksa att den kan komma nagon annan till gladje. Det ar fritt fram att dela den
vidare om ni tycker att den dr nagot att ha!

Figurer och exempel ar (med nagra fa undantag) inte mina egna. Strukturen pa sammanfattningen ar
densamma som for foreldsningarna och det mesta direkt pa vad som har gatts igenom pa
forelasningarna. Dessvarre trottnade jag lite mot slutet, sa ambitionsnivan sjonk nagot — men det gar
alltid att komplettera innehallet har med laroboken.

| slutet av sammanfattningen har jag samlat de flesta av de satser och definitioner som férekommer.
| I6pande text hanvisar jag ibland dit, sa det kan vara bra att kdnna till. De flesta satser och
definitioner ar dessutom kommenterade for extra tydlighet!

God lasning,
Oskar



Om optimering

Optimeringsldra ar den matematiska lara som beskriver olika metoder fér hur ett optimalt varde
(maximum/minimum) kan hittas i en funktion, oftast givet ett antal forutsattningar och restriktioner
(bivillkor).

Det finns flera olika undergrenar av optimeringslara, men i den har sammanfattningen fokuseras det
huvudsakligen pa linjérprogrammering (LP) och icke-linjir programmering (ILP).

Matematiska formuleringar av optimeringsproblem

Optimeringsproblem kan rent matematiskt uttryckas pa flera olika satt. De vanligaste (enda?) &r med
hjalp av vanliga likheter och olikheter, pa summationsform eller pa matrisform. Summationsformen
ar i de flesta fall att foredra, da det &r valdigt opraktiskt att formulera storre optimeringsproblem pa
annat satt. Det bor dock papekas, hur grundlaggande det an ma vara, att det finns ett tydligt
samband mellan de olika skrivsatten. Oavsett vilken form man far en uppgift pa sa kan man alltid pa
ett enkelt satt skriva om det pa vilket annat satt som helst. Sdledes kan det finnas en poang i att
kdnna till pa vilket satt detta gors, dven om det inte &r ndgot som detta avsnitt kommer att fasta
nagon sarskild tyngd vid. | detta avsnitt foljer en kortare genomgang av de olika skrivsatten.

Vanliga likheter och olikheter

De vanliga likheterna/olikheterna &ar det mest enklaste sattet att beskriva sma problem pa. Det ar
dock ganska opraktiskt vid storre problem, da det blir onddigt mycket att skriva.

max z= 4x; + 3x

da 2x1 + 3x < 30
X1 < 6
bx; + 4x < 50
X1, X = 0

Figur 1: Det "vanliga" skrivsdttet. Holmberg, 2015

Matrisform

Pa matrisform samlas de olika koefficienterna och variablerna i det “vanliga” skrivsattet for att fa en
mer kompakt beskrivning av problemet. Koefficienterna och variablerna aterfinns i matriser, vektorer
och skalarer, istallet fér som ovan. Detta skrivsatt ar egentligen inte sarskilt praktiskt vid faktisk
problemldsning, men det anvands med fordel vid rent algebraiska beskrivningar av olika satser och
dylikt. Ett problem pa matrisform ser ut som foljer (med siffror fran det foregaende exemplet):

hi

X1
max z = ¢ X =04 3) X=(x2)

b 2 3 30
A=<1 0) b=<6>
0 6 4 50

Kommentar: Multiplicerar man ihop matriserna och vektorerna sa far
man ut problemet pa “vanlig” form. Vid matematiska bevis och formler
finns det en tydlig fordel i att kunna behandla problemet pa denna form
(utan att specificera vad de olika matriserna innehaller for data). Denna
form ar dessutom, om man ar bekvdm med den, att féredra for sin “fusklapp” till tentamen, da den
tar betydligt mycket mindre plats.

Ax

X

da

AVARVAN

Figur 2: Exempelproblemet pa
matrisform. Frén FO1
(matriserna dr dock mina
egna,).



Summationsform

Summationsformen ar den som generellt sett foredras i optimeringssammanhang. Den anvander sig
ocksa av matriser och vektorer for att specificera koefficienter o.d., men anvander indexering.
Skrivsattet ar saval tydligt som kompakt, vilket ar en stor fordel. Summationsformen ar dessutom den
mest anvanda i optimeringsprogram pa datorer — och det ar dér de flesta problem behandlas i
praktiken. Ett problem pa summationsform (samma exempel som tidigare):

J={1 2} I={1 2 3}
max z = Z(_‘.jﬁfj
jed c;=04 3), dv.s: ¢, =4ochc, =3
15 T < bi, 1€l 2 3
o Z Hgti =P g a; = <1 0 dv.s. aqq =2ocha;, =3, etc.
et 6 4

r; =0, jelJ

Figur 3: Exemplet pd summationsform.
Indexmatriserna dr mina egna. Frén FO1.

30
b=<6) dvs. by, =30,b,=68&b; =50
50

Kommentar: Det ar mycket viktigt att beharska
summationsformen, da den &r det viktigaste skrivsattet. Notera ocksa att om man skriver ut
summatecknen till fullt utskrivna summor sa far man det ”"vanliga” skrivsattet. Observera att det i
detta exemplet inte undlattar sarskilt mycket, men safort problemen blir storre sa finns det enorma
fordelar med detta skrivsatt.

Linjarprogrammering (LP)

Linjara optimeringsproblem ar de mest grundlaggande inom optimeringslaran. Har behandlar vi
linjara malfunktioner och bivillkorsméangder, dar det finns en 6vre och undre grans for alla variabler.
Dessa problem ar forhallandevis enkla att |6sa, i synnerhet da linjara problem per definition (se: [lank
till definition]) alltid ar konvexa. Vi vet ocksa att optimum for linjara problem alltid kommer att ligga i
(minst) en av bivillkorsmangdens hérnpunkter. Enklare linjdra problem kan man, atminstone nér bara
ar tva variabler, 16sa grafiskt. Den grafiska l6sningen aterkommer dven inom den icke-linjara
programmeringen da man ibland skapar delproblem som kan vara linjara.

| detta avsnitt kommer vi att titta pa hur man formulerar LP-problem (modellering) och hur man léser
dem med simplexmetoden. Vi kommer ocksa att kika ndrmare pa det centrala begreppet dualitet och
ga igenom hur man utfér en enklare kanslighetsanalys.

Grafisk [6sning av LP-problem

Att grafiskt |0sa ett LP-problem i tva variabler (i fler variabler blir det genast klurigare (eller omaijligt),
men i denna kurs stoter vi bara pa problemet i tva) ar mycket enkelt, varpa vi inte kommer att ga in
sarskilt djupt pa det hér. | korta drag kan man sammanfatta det som tva steg:

1. Rita upp det tillatna omradet (som definierat av bivillkoren).
2. Anvand malfunktionens gradient for att avgora vart optimum finns.

Vi tar det ett steg i taget och avslutar med ett helt exempel:



Det tilldtna omradet
Betrakta foljande problem (fran foreldsning 1):

max =z = 2z, + by
XZ

5\ da —r + .IQ
bxr1 + 6x2

T o, T2

1 (1)  Har har vitva bivillkor som,
30 (2 tillsammans med teckenkraven pa
0 3) xq &x,, definierar det tillatna
omradet. FOr att rita upp detta kan vi
antingen utnyttja det faktum att
problemet ar linjart och “nolla” den
ena variabeln for att hitta
skarningspunkten for den andra (och
< vice versa), for att sedan dra ett rakt
strack emellan dem, eller skriva x,

Figur 4: Grafisk framstdllning av det tillatna omrddet och som en funktion av X, (for varje
mdlfunktionsgradienten. Frén FO1. ..
bivillkor).

IV IA A

7

(3)

For att fa fram villkor tva kan vi alltsa géra pa tva satt. Det ena ar att skriva om det till en funktion av
. . . n n 5
X,, det vill sdga den klassiska "y=kx+m”-formen: 5x; + 6x, <30 & x, <5 — S X1 Ett andra

alternativ ar att bevara ursprungsolikheten (fast betrakta den som en likhet) och konstatera att om
x, = 0s3d maste x; = 6 ochom x; = 053 maste x, = 5. Pa sa satt har vi skdrningspunkterna, och
eftersom problemet ar linjart kan vi helt enkelt dra ett strack emellan punkterna (6, 0) och (0, 5).
Villkor ett kan l6sas analogt.

Malfunktionsgradienten

Da gradienten (se: [hdnvisa]) pekar i den riktning som funktionen 6kar snabbast kan vi konstatera att
det ar i den riktningen som vi vill leta i ett maximiproblem (for ett minimiproblem gar vi i motsatt
riktning, d.v.s. “minus gradienten”). Ritar vi upp gradienten, och drar ett strack som &r vinkelrat mot
den (alla punkter langst detta strack kommer att vara likvardiga i ett linjart problem) sa kan vi enkelt
se vilken punkt i det tillatna omradet som kommer att vara den basta. Kom ihag att problemet ar
linjart, sa vi vill ga sa langt som vi bara kan i gradientens riktning for att hitta det optimala vardet.

Observera ocksa att optimalldsningen for ett LP-problem ligger i (minst) en hérnpunkt. Lésningen kan
ligga i tva hérnpunkter (vilket i sadana fall inkluderar samtliga punkter emellan dessa), vilket blir
fallet da malfunktionens gradient Vf &r parallell med en av bivillkorens gradienter Vg;.

Formulering av LP-problem

Formulering (modellering) av LP-problem ar ibland det klurigaste av allt eftersom det handlar om att
konvertera verkliga forhallanden till matematiska uttryck, vilket i tidigare kurser knappt har
forekommit.

Vid modellering finns det ett antal begrepp som man bor vara bekant med:

e  Parametrar ar de givna data som beskriver problemet. Det kan t.ex. vara
resursbegransningar, priser, tillgangar eller efterfragan. | matrisformen och
summationsformen (som beskrevs i det forsta avsnittet) ar det parametrar som utgoér
matrisen A och vektorerna b och c.

Vanliga, standardiserade, bendmningar pa olika parametrar (i summationsform) ar t.ex. by



(tillgangar), ay; (dtgang), py. (inkdpspris), ¢ (forsdljningspris), d;; (efterfragan, “"demand”),
dar k = ravaruindex, t = tidsindex (t.ex. veckonummer) och j = produktindex.

e Variabler ar det man ska fatta beslut om eller vill ha svar pa. Det kan t.ex. vara produktion,
forsaljning, inkop, lager och transport, eller likval en blandning av dessa.
De vanligaste benamningarna pa variabler &r x;; (produktion), ¥ (inkdp), Ly (lager) och
T ,ne (transport), dar k = ravaruindex, t = tidsindex (t.ex. veckonummer), j = produktindex
och m, n = platser.

e  Bivillkor kopplar samman variabler och parametrar.

Ett exempel som man bor kanna till ar lagerbalans:

Lt = Lgt-1+ Yie — z Ay jXjt Vkt
IS
Ovanstdende formel sager att lagret for varje ravara k i respektive vecka t bestar av det
ingdende lagret plus de i veckan inkdpta ravarorna minus de ravaror som under veckan gar at
for att producera produkt j. Har raknar lagersaldot i slutet av veckan.
Notera dock att varianter av detta forekommer och att man maste skraddarsy varje bivillkor
efter de forutsattningar som anges i problemet.

e Malfunktionen brukar t.ex. forsdka maximera vinst eller minimera kostnader. Ett typiskt
exempel skulle vara: (Forsaljning X Intdkt) — (Inkdp X Inkdpspris).
Malfunktionen kan alltsa besta av flera olika komponenter, men en bra tumregel ar att allt
man tjénar pd och allt som kostar ska vara med i malfunktionen. Det &r ju trots allt detta som
man vill maximera/minimera.
Har ska man ocksa, likt i bivillkoren, koppla samman variabler och parametrar. Det ter sig
t.ex. naturligt att koppla ihop forséaljningspriset med foérsaljningsmangden och
inkdpskostnaden med antalet enheter man kdper in. Notera dock att exempelvis en
produktionskostnad/inképskostnad inte nédvandigtvis framgar explicit, utan att en produkt
t.ex. kan besta av flera olika material. Sdledes maste man ofta rdkna fram koefficienterna till
malfunktionen.

Skattningar av LP-problem

Ofta behdver man inte rakna ut optimum, utan det viktiga ar ibland att man far en uppfattning om
vad som ar rimligt och ett ungefarligt svar. Da gér man s.k. optimistiska- och pessimistiska
skattningar, for att “stdnga in” det optimala malfunktionsvardet. Dessa ar, for mindre LP-problem,
forhallandevis enkla att géra — men det ar viktigt att man sakerstéller att skattningarna &ar antingen
optimistiska eller pessimistiska. En optimistisk skattning far inte kunna visa sig vara pessimistisk och
vice versa (dessutom bér det kanske klargdras att intervallet —oo < z* < o inte &r ett okej svar... ©).

Noterbart ar att visa algoritmer anvander optimistiska och pessimistiska skattningar for att ta sig
fram till optimum. Det ter sig ganska logiskt att nar den optimistiska skattningen dr den samma som
den pessimistiska (om inga misstag har gjorts) sa har vi hittat optimum. Saledes &r begreppen
centrala for saval amnet som kursen.



Optimistisk skattning

En optimistisk skattning ar en uppskattning utav malfunktionsvardet som ar fér bra. Det ar viktigt att
den alltid, med sékerhet, ar battre (eller lika bra) som det optimala malfunktionsvardet. Notera att
fér bra har olika betydelser i maximi- och minimiproblem.

En optimistisk skattning kan goras pa flera satt, men det enklaste ar ofta att ta bort bivillkor (att ta
bort begransningar kan aldrig ha en negativ inverkan pa malfunktionen).

Pessimistisk skattning

En pessimistisk skattning ar en skattning av malfunktionsvardet som ger ett for ddligt (eller lika
ddligt) varde. Notera att dven har géller det att fér ddligt har olika betydelser i maximi- resp.
minimiproblem.

Det enklaste sattet att géra en pessimistisk skattning pa ar oftast att bara hitta en punkt som
uppfyller alla bivillkoren och sedan rékna ut malfunktionsvardet fér detta. Om en punkt uppfyller alla
kraven, sa kan det inte vara en béattre punkt &n den optimala (den kan dock vara lika bra, men det &r
ju okej!).

Simplexmetoden

Simplexmetoden, som utvecklades av den amerikanska matematikern George Dantzig, ar den
Overlagset mest anvanda algoritmen for att I6sa LP-problem. Simplexmetoden utnyttjar det faktum
att optimum for linjara problem alltid ligger i (minst) en hérnpunkt (se: Linjdrprogrammeringens
fundamentalsats). Algoritmen soker den basta lI6sningen genom att systematiskt forflytta sig fran en
basldsning till en annan narliggande basldsning pa ett sadant satt att malfunktionsvardet forbattras.
Eftersom LP-problem ar konvexa kommer den hornpunkt som saknar intilliggande hérnen med battre
malfunktionsvarde att vara problemets optimallésning.

Simplexmetoden utgar ifran att problemet ar formulerat pa standardform, sa vi bérjar med att ga
igenom det:

Standardform
1. Setill att alla variabler x; = 0.

Om x; < 0: Gor variabelbytet y; = —x;, med y; = 0.
Om x; &r "fri” (inget teckenkrav): L3t x; = y;* — y; dary;",y; = 0 (y;'=0d& x; < 0 och
y; =0da x; = 0).

2. Setill att hégerleden = 0.

Hogerleden brukar vara positiva, men skulle de inte vara det kan man alltid multiplicera
vanster- och hogerledet med -1.

3. Se till att fa likhet for alla bivillkor.

For <-villkor: Fyll ut vansterledet med en slackvariabel +s;, (s; = 0) for att fa likhet.
For >-villkor: Reducera vansterledet genom en slackvariabel —s;, (s; = 0).



Exempel: Standardform

Foljande exempel ska skrivas om pa standardform:

max z= 3x,+2x,+4x, Vi borjar med att kolla pa variablernas teckenkrav och ser
di 2x, +3x, <12 attx, <0 ocklatt xz, ar ”fri”. Saledes ersatter vi x, med —y,
X, -2x, +x, =7 och xz3 med y; — y3.
x20, x,=0, x;fn Darefter kollar vi pa hogerleden och konstaterar att alla

o redan ar positiva — inget behdver goras har.
Figur 5: Frén FO3.

Sist ser vi till att skapa likhet. Vi ser da att vi har ett <-villkor
och ett >-villkor. Alltsa infor vi i det forsta bivillkoret en 4+s; och i det andra en —s,. Exemplet pa
standardform ses nedan:

max z= 3x,-2y,+4y; -4y,
da 2x, -3y, +5, =12
X +2y,+ Y5 - ys -5, =7

X Yoo Y3 Vi S 5 =20

Figur 6: Exempel p& standardform. Frén FO3.

Kommentar: En anledning till att vi vill ha likhet i vart problem &r just att optimum kommer att finnas
i en hornpunkt, d.v.s. dar det pa nagot satt ar likhet. Slackvariablerna som vi infér berattar for oss
"hur langt” det ar till respektive bivillkor, d.v.s. att nar vi ar i en hornpunkt som ligger pa bivillkor 1
(det kallas da ett aktivt” bivillkor) sa kommer s; = 0. Lat sdga att vi befinner oss i origo. Da kommer
samtliga "vanliga” variabler att vara noll. | det fallet kommer s; = 12 och s, = 7 for att uppna likhet.
Om vi befinner oss i det horn dar bivillkor 1 skérs utav bivillkor 2 s3 kommer s; = 0 och s, = 0.

Nu har vi alltsa problemet pa standardform, och A dr en mXn-matris, ddr n>m (d.v.s. att antalet
variabler ar storre dn antalet bivillkor). Harifran kan vi valja en basldsning att starta i.

Baslosning

Forutsattningar: problemet ar skrivet pa standardform och A dr en mXn-matris, dar n>m. Vi kan da
vdlja ut (n — m) variabler som far vardet 0. Dessa kommer att kallas icke-basvariabler. | exemplet
nedan ser vi att vi har 3 bivillkor (m) och 5 variabler (n). Saledes harviatt (n—m) = (5 —3) =2
variabler ska sattas till O for att utgora icke-basvariabler. Oftast ar det enklast att borja med att
"nolla” de vanliga variablerna (d.v.s. att |ata slackvariablerna utgéra bas/ésningen och darmed borja i
origo):

le + 2x2 + 51 = 100 + S]_ = 100
6x1 + xz + SZ = 100 => Léter X1 = Xp = 0 | 52 = ]_DD
10x, +s3 =100 + 55 = 100



Detta ger oss:

Icke-basvariabler: x; = x, =0
Basvariabler: s4, 55,53 = s; = 5, = s3 = 100 = Tillaten baslésning, ty alla variabler > 0

100} G
x2 | \Villkor 2
50RF
Villkor 3
E

101

A B C

e 10 \ 50\

Figur 7: Grafisk illustration av
exemplet. Frén FO3.

=x=(0 0 100 100 100)7 = origo (A)

Detta illustreras i bilden, déar vi alltsa befinner oss i punkt A. |
tabellen nedan kan vi se vart andra basldsningar hade tagit oss.

x1

Villkor 1

Icke-basvariabler | Basvariabler | L&ésning Hoérnpunkt
Xy X5 = Sy S5 S3 x=(0, 0, 100, 100,100)T A
X; 8,=0 X, S5 Sj x=(0, 50, 0, 50, 100)T F
Xy 5,=0 X; S Sy x=(0, 100, -100, 0, 100)T G
X; 83=0 Xy 84 S, - -
X, ;=0 Xy S, S, x=(50, 0, 0, -200, -400)T D
Xy S5 = Xy Sq S5 x=(100/6, 0, 200/3, 0, -200/3)T | C
X, S5=0 Xy S4 Sy x=(10, 0, 80, 40, 0)T B
s, 5,=0 Xy X, S, x=(10, 40, 0, 0, 0)T E
S; S;,=0 Xy Xy Sy x=(10, 40, 0, 0, 0)T E
S, S3= Xq Xp S4 x=(10, 40, 0, 0, 0)T E

Tabell 1:Vart andra baslésningar hade tagit oss. Jimfér gérna med figuren ovan. Frén FO3.

Kommentar: Om en baslosning uppfyller alla icke-negativitetsvillkor kallas den for en tillaten
baslésning. | annat fall har vi en otilldten baslésning. Varje tillaten baslésning motsvaras av en
entydig hornpunkt i det tilldtna omradet (p.g.a. att minst (n — m) variabler = 0), men en hérnpunkt
kan at det andra hallet representeras av flera tillatna hornpunkter. | vart exempel ovan hinder detta
i hornpunkten E, darfor att samtliga slackvariabler i den punkten = 0, men bara tva utav dem =0
p.g.a. att de ar "icke-basvariabler” (se tabellen). En sadan |6sning, dar en (eller flera) basvariabler har
vardet noll, kallas for en degenererad I6sning.



Overkurs: Eftersom det bara finns ett éndligt antal baslésningar (ndrmare

bestdmt: (rrrll) = #im)') och det fér varje baslésning finns unika vdrden pa

basvariablerna (och ddrmed dven mdlfunktionen) sa kommer malfunktionsvdrdet
strikt forbdttras fér varje iteration. Det betyder ocksd, p.g.a. att problemen dr
linjdra, att simplexmetoden aldrig dterkommer till en tidigare genererad
baslésning. AlltsG kommer det krdvas ett dndligt antal iterationer innan optimum
hittas. Simplexmetoden kommer sdledes att I6sa alla LP-problem, under
forutsdttning att malfunktionsvdrdet strikt férbdttras i varje iteration. Har
uppkommer bekymret med degenererade baslésningar, da simplexmetoden kan
“fastna” (det blir ungefdr som en ”“loop”). | en degenererad baslésning kan den
reducerade kostanden indikera en forbdttring i ndgon riktning, men stegldngden i
den valda sékriktningen blir noll. Vi byter sdledes baslésning, men star kvar i
samma hérnpunkt (och I6sning). Det finns sétt att kringgd detta, men nér man goér
det fér hand sG kan man ofta se att sd dr fallet — och da far man vélja en annan
vdg.

Vidare kan vi konstatera att var baslésning kommer att vara en mxm-matris, kallad B. Om det(B)# 0
sa har vi en baslosning. | vart exempel har vi att s4, S,, S5 r basvariablerna, och ddrmed ar det deras
kolumner som utgdér matrisen B. Vi ser att deras varden i respektive rad = 1 och att dessa kolumner
utgor en enhetsmatris. Nar vi byter bas galler det fortfarande att den nya basens kolumner ska
utgdra en enhetsmatris (typ, for ordningen pa kolumnerna ar egentligen irrelevant), vilket vi
astadkommer med vanliga radoperationer. Genom dessa radoperationer (bytet av basldsning)
forflyttar vi oss mellan hérnpunkter i det tillatna omradet, och tanken ar att vi gar i den riktning som
vart madlfunktionsvdrde forbdttras mest.

Simplexalgoritmens sdkmetod

| simplexmetoden gar vi fran baslésning till baslosning, i den riktning som malfunktionsvardet
forbattras mest. For att avgora detta anvander vi oss av s.k. reducerad kostnad, vilken tydligt framgar
i simplextablan (koefficienten framfér icke-basvariabeln i 6versta raden, med omvant tecken). Den
bdsta (beror pa om det ar ett maximi- eller minimiproblem) reducerade kostnaden blir den
s6kriktning vi valjer, d.v.s. att vi vdljer att géra den icke-basvariabeln med bdst reducerad kostnad till
en ny basvariabel.

Steglangden, vilket i tablaform motsvaras av vilken basvariabel vi ska byta bort till forman for den
inkommande variabeln, avgors av deras begrdnsning. Vi maste ju fortfarande halla oss inom det
tillatna omradet, sa vi kollar vilken variabel som begrdnsar oss mest.

Exempel: Simplexalgoritmen

Obs! For enkelhetens skull har problemet redan skrivits om till standardform. Vi kommer dock att
konvertera det till tablaform.

max z = 240x +60x, Exemplet &r har skrivet pa standardform. For
da le + lrz +5, =100 € eonklare I6sningsgang skriver vi om det till
6.[1 v ox 45, 100 tablaform.
10x, +5, =100  Nérviskriver det pa tablaform sd andrar vii
XXy 88,8, = 0 den Oversta raden, sa att vi far en likhet som

blir noll.
Figur 8: Standardform. Frén FO4.
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Simplextabla:

bas z x1 x2 s1 s2 s3 b | tablan ser vi den reducerade kostnaden for
2 1 (_2' 4® 60 O 0 0 0| respektive icke-basvariabel markerat med gul
o1 0 > 2 1 0 0 100 overstrykningspenna. Det &r alltsa omvant
teck axq & lItsa bast effekt (bla fa
2 0 5 1 0 1 0 100 ec el.‘.l, sa X1 'Tar g.er a §a bést effe | (baa arg)
och darmed vill vi byta in den (x; blir var
s3 0 10/ O 0 0 1 1000 ., . i
sokriktning”).

Figur 9: Motsvarande simplextabld. v o . .. . .
g P Harnadst maste vi avgora vilken basvariabel

(inringade med rod farg) som ska bytas ut
("steglangd”). Detta gor vi genom att kolla vilken basvariabel som begransar oss forst. Till var hjalp
har vi x5 :s koefficienter (inringade i lila). Notera har att x, fortfarande ar en icke-basvariabel, och
saledes ar satt till 0, vilket gor att vi inte behover ta hdnsyn till dess koefficienter. Notera ocksa att
den basvariabel vi vill byta ut ska bli satt till noll, eftersom den ska bli en icke-basvariabel. Kom ihag
att nar en slackvariabel = 0 sa &r vi pa ett villkor. Saledes har vi att det villkor som aktiveras férst,
d.v.s. den slackvariabel som blir noll vid minsta méjliga x; kommer att vara den vi vill byta ut! Om vi
tolkar tablan far vi da att:

2x, + 5, = 100 100-2x,=0 ™ =15000

6x, + s, =100 =/bas; =0/= 100 —-6x; =0 & x, = —

10x; + 53 = 100 100 — 10x;, = 0 6
x1 = 10

Alltsa har vi att bivillkor 3 aktiveras forst (min (50 % 10) = 10), sa s3 blir var utgdende variabel.
X1

For att uppdatera tablan ska alltsa kolumnen for x; bli (000 1)". For att astadkomma detta anvander
vi nuvarande rad 3 (som tillhor s; men ska komma att tillhéra x;) och gor radoperationer. Vi gor
foljande operationer (raderna ar indexerade fran 0 till 3):

(0) = (0) +24(3)
2
W=W-6)

6
@ =@ -6

1

3)=—(3

@ =50
Darmed far vi den uppdaterade tablan:
bas z x1 x2 sl s2 s3| b Har ser vi att malfunktionsvardet har uppdaterats till 2400,

g

z 1 0 60 0 0 24 \2400) vilketju &dren forbattring. Vi ser ocksa att x, ar den enda
sl 0 0 f2) 1 0 -02| 80 jcre-basvariabeln med en férbattrande reducerad kostnad.
s2 0 0 (1| 0o 1 -06| 40 . .
) o 1 lo) o o o1 10 Denna ska alltsa bytas in. Vi kollar vilken basvariabel som

— ska substitueras ut ur den nuvarande baslosningen:
Figur 10: Tabldn efter en iteration.

2x, + 51 =80 80—2x,=0 x, =40
X, + 5, =40 = /bas; =0/= 40—-x, =0 & x, =40
10x; = 10 Beror ej av x, —
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Har ser vi att det ar likvardigt att byta ut s, eller s5, sa vi kan valja fritt. Har valjer vi att byta ut s;.
X5:s kolumn ska nu bli (0 1 0 0), sa vi gor radoperationer med utgangspunkt i rad (1):

(0) = (0) +30(1) bas z x1 x2 sl s2 s3 b
1
@=@-;1) . z 1 0 0 30 0 244800
3) = (3) , vilket ger: x2 0O 0 1 05 0 -02| 40
1 s2 0O 0 0 -05 1 -06 0
D= 2D x1 0o 1 0o 0 0 01 10

Figur 11: Tabldn efter tvd iterationer.

Har ser vi att det inte ldngre finns nagon reducerad kostnad som ger en forbattring, och pa sa satt vet
vi att vi har funnit optimum. Hur tolkar vi da den slutgiltiga tablan?

e Det gulmarkerade vardet ar det maximala malfunktionsvardet (z* = 4800).

e Koordinaterna fér detta blir x* = (10 40)7, vilket utlases i hégerledet fér respektive
basvariabels rad. Notera att slackvariablerna, oavsett deras varden, inte hor till
koordinaterna man svarar i. Om en x-variabel inte 4r med i basldsningen sa dr den som
bekant satt till noll.

° Att s, ar en basvariabel, men med vardet O, innebar att
100}G bivillkor 2 &r aktivt. Eftersom s; och s5 ar icke-basvariabler ar de ocksa
satta till 0. Detta innebar att bivillkor 1 och 3 ocksa ar aktiva. Notera

2| \vikor2 ocksa att detta innebar att vi har en degenererad I6sning.
sonF

e Grafiskt kan vi se att I6sningen motsvaras av hérnpunkten E, vilket vi

ocksa skulle ha markt om vi l6ste problemet grafiskt med hjalp av

malfunktionens gradient Vf = (26400) = 60 (;L)

Ao fe. e Eol Tittar man pa de anvanda simplextablderna (titta efter vilka bivillkor
ket som varit aktiva, = 0) kan man se att vi har gatt ifran punkt A (origo) till

Figur 12: Grafisk framstélining  punkt B (s3 = 0) och slutligen till punkt E (s; = s, = 53 = 0).
av optimallésningen. Frén FOA4.

Algebraisk version av simplexmetoden
Simplexmetoden fungerar dven med ren algebraisk matrisrakning, men detta gar jag inte in pa har.
For mer info kring detta, se powerpointen fran foreldsning 4 och/eller ss. 97-99 i laroboken).

Fas |

Den del av simplexmetoden som beskrevs ovan kallas vanligtvis fas Il och & den man gar direkt till
om man har en enhetsmatris att starta i (t.ex. om origo ar en tillaten 16sning). Det kan dock handa att
man forst maste “hitta till det tilldtna omrddet”, varpa man borjar med fas I. Om man inte har en
enhetsmatris att starta i sa maste man lagga till de extra kolumner som saknas och sedan forsoka
pivotera bort dessa (och pa sa sétt hitta till omradet). Darefter kan man l6sa problemet med fas Il
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De variabler man lagger till for att fa fler kolumner kallas for artificiella variabler. | fas 1 |6ser man
problemet min w istéllet for z, vilket syns nedan:

Ursprungligt problem Pa standardform

min 3x,+ x,+2x,

min  3x+ X, +2x, Vilket skrivs om: 4 2x 3 )
8 : (+3x,+ X, -5, =5

da 26, +43x5,+ x; = 5 I T
’ 2y, +x,+2x, =6

20+ x,+2x; = 6 . -
- ; XX, x5 =0
X X%, = 0
Figur 14: Fas l-exempel. Frén FO4. Figur 13: Fas l-exempel (standardform).

Frén FOA.

Detta konverteras sedan till en simplextabla, men denna kommer att sakna en enhetsmatris:

Tabla Som synes finns det for narvarande ingen enhetsmatris,
vl z x x, x5 s | b och sdledes ingen baslésning att borja i. Vi l6ser detta
c[T13 -1 =2 o|o (o 8&enom att kora fas | och infora tva artificiella variabler.
i 301 1|5 Notera att vi da far problemet min w istéllet. Vi skriver
' . alltsd om bivillkoren férst och anvinder attw = a; + a
2 {flof 2 1 2 ole @ 2 ) . . v
for att fa fram fas I-malfunktionen:
Figur 15: Fas I-exempel (tabld). Fran FO4. Lagger till tva artificiella variabler och ta fram den nya

malfunktionen:

2x1+3x, +x3— 51+ a4 =5 (1)
2x1 + x5 + 2x3 +a, =6 (2)

. a,=5—2x; —3x, —x3+s
S/minw =a, +ay,salésuta, &a, /e L 2 3Tl
a, =6 —2x; —x, — 2x3

w=a,+a,=5—2x; —3x, —x3+5;+6—2x; —x, —2x3 =11 —4x; —4x, —3x3 + 51
Vi infér nu detta i en simplextabla m.a.p. w:

Starttabla, fas | (min w):

bv| w x, X, X, s, a, a,|b Nu har vi en tabla som vi faktiskt kan rakna
' @ 1l 4 a4 3 off11 (0 med. De artificiella variablerna kan pa ett
° a, ol 2 3 1 -1|1floll5s satt tolkas som avstandet till det tilldtna

a,|lol 2 1 2 i1lle (2 omradet, ungefar pa samma satt som
slackvariablerna anger avstandet till
bivillkoren. Vi vill sdledes minimera w, fér
nar de artificiella variablerna tillhor icke-
basvariablerna (och ar lika med noll, vilket &r deras minsta mojliga varde p.g.a. teckenkrav) sa har vi
hittat det tillatna omradet och har en tillaten baslésning i de vanliga fas Il-variablerna. Da kan vi
stryka de artificiella och rakna vidare. Notera att vi fortfarande har “omvant tecken” i
malfunktionsraden, sa i detta minimiproblem valjer vi den icke-basvariabel som har den hogsta
(positiva) reducerade kostnaden. | det har fallet blir det x; eller x,. Vi véljer x; och raknar, precis
som i fas Il, ut vilken basvariabel som begransar oss forst:

Figur 16: Fas l-exempel (fas I-tabléd). Frén FOA4.
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5
2x1+a; =5 _ a; =5-2x; X, == '
2x1+a2=6=>/basi_0/=>a2=6—2x1 2 = a, skaut!
x1 = 3
Vi byter baslésning genom radoperationer, precis som i fas Il
(1) — %(1) Tabl3, fas |, efter en iteration: i
(2)=()- () vilket ger: bv|w x, x, x; s, a a|b
X |0 1] 32 12 -1/2 1/2 512 (1)
a, [|offo] -2 1 1 -1 1 (2

Figur 17: Fas l-exempel (1 iteration). Frén FO4.

Ny inkommande variabel blir x5 (eller s;), da dessa har bast reducerad kostnad. For att se vilken
basvariabel som ska bytas ut kollar vi vart vi begransas forst:

1 5 5 1 Yo =5
§x3+x1—E:;,/basi=o/=>x1_§_§x3<=>x3;1=>azskaut!
x3+a2:1 a2=1—x3 3

Vi gor foljande radoperationer for att astadkomma basbytet:

(2) = (2) Tabl3, fas |, efter tva iterationer:
(1) = (1) — 5 (2) vilket ger: bv | w x1 X, a,

X; S a4 I b
(0) =(0)—(2) 0 -1 -1/0 (0
52|10 =122 (1)
0| 0 1 (2

Har ser vi att vi har hittat optimum for fas |,
da vi inte langre har nagon fordelaktig
reducerad kostnad att basera ett basbyte pa. Enhetsmatrisen hor ni dessutom till de “ursprungliga
variablerna”, vilket var vad vi var ute efter. De artificiella variablerna ar nu icke-basvariabler och
ddrmed lika med noll, varpa vi kan ta bort dem. Detta gors efter samma princip som nér vi bytte till w
fran borjan. Vi utgar fran den ursprungliga malfunktionen:

Figur 18: Fas l-exempel (2 iterationer). Frén FOA4.

Z=3x1+x2+ZX3

Nu vill vi uttrycka z i enbart icke-basvariabler. Fran tabldn ser vi att x; och x5 ar basvariabler och
dessa kan skrivas om med hjalp av deras respektive rader i tablan:

x1=2—§x2+51

X3=1+2x2—51

Slar vi ihop detta far vi att:
5 5
= z = 3x1 + X, + 2x3 =3(2—§x2+51)+x2+2(1+2x2—sl) =~--=8—§x2+51

Sorterar i 6ver detta till den vanliga tablaformen sa far vi féljande:
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Starttabl3, fas Il (min z): Harifran loser vi det pa samma satt som vi gjorde
tidigare, men det gar jag inte igenom har.

(0)

(1
(2)

Figur 19: Fas l-exempel (fas Il). Frén FOA4.

For att sammanfatta fas | kan vi sdga att det artificiella variablerna tillater oss att starta var
simplexalgoritm i en otillaten punkt, sa att vi atminstone far en startbaslosning. Harifran pivoterar vi
for att "nolla” de artificiella variablerna (och darmed dven w). Nar detta sker sa har vi en tillaten
|6sning i det ursprungliga problemet, sa vi formulerar om tablan och raknar vidare. Om w inte gar att
“nolla” s@ har det ursprungliga problemet ingen I6sning.

Att tolka simplextablan
Ett antal saker kan utldsas ur simplextablan. Det har korta delavsnittet ger nagra exempel pa vad.

e Reducerade kostnaden =0
Om den reducerade kostnaden for en variabel 4r 0 sa kommer man inte att tjana nagot pa att
lata denna variabels varde oka.

e Obegransad l6sning
Om den inkommande variabeln har en kolumn som innebar att ingen basvariabels varde
minskar nar den inkommande variabelns varde dkar sa finns det i den riktningen en
obegransad l6sning. Man kommer alltsa inte att sl i nagot bivillkor, hur langt man an gar.

e Degenererad |Osning
Om nagon basvariabel har vardet noll sa ar I6sningen degenererad. Detta ar alltsa en punkt
dar "foér manga” bivillkor skar varandra. Problematiken med detta diskuteras under rubriken
basldsning (langst ned, under "6verkurs”) i borjan av detta avsnitt.

Sammanfattning

Sammanfattningsvis kan vi sdga att simplexalgoritmen ar en sékmetod som gar fran hérnpunkt till
hoérnpunkt (eftersom optimum i ett LP-problem finns i (minst) en hérnpunkt) i den riktning som
malfunktionsvardet 6kar mest. Fran ett horn gar man alltid till ett angransande horn. Sokningen
anses fardig nar det inte langre finns nagon nédrliggande (granne) med ett battre malfunktionsvarde.
Sokningen kommer att konvergera mot optimum eftersom det finns ett andligt antal hérnpunkter
och vi kommer aldrig (forutsatt att vi inte fastnar i en degenererad 16sning) att séka igenom samma
baslosning tva ganger.

Simplexalgoritmen kan delas in i “fas I” och “fas 11”, vilka i runda drag fungerar pa samma satt. Under
fas | anvander vi artificiella variabler for att leta upp det tillatna omradet och under fas Il letar vi upp
optimum inom det tilldtna omradet. En bra bild som férklarar hur simplexalgoritmen (fas | och fas Il)
soker finns har nedan:
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3

Xy

I I L] ’
/ w=~6 \
-2 -1 1 2 4

Figur 20: Ett exempel pG hur simplexalgoritmen séker. S6kningen bérjade i origo och gjorde tvd iterationer i fas | for att ta
sig till omrddet. Ddrifran krdvdes det en iteration i fas Il for att hitta optimum. Fran "utférliga exempel" pd Lisam.

o

Dualitet

Ytterligare ett centralt begrepp inom optimeringslaran ar dualitet. Till varje LP-problem kan man
formulera ett dualt problem som éar definierat med samma indata som det ursprungliga primala
problemet. Det finns flera viktiga och intressanta kopplingar mellan det primala- och det duala
problemet, vilket kommer till anvandning i flera sammanhang.

Utan att ga in for djupt pa hur det faktiskt hanger ihop (en djupare harledning finns i laroboken,
kapitel 6.1) sa kan vi konstatera att om man tittar pa ett problems bivillkor, sa ger ju de en sorts “tak”
for hur bra malfunktionsvarde vi kan fa. Vi kan ha flera bivillkor, och alla behover inte ens vara aktiva,
men vi vet att optimallésningen inte bryter mot ndgon av dem. Pa sa satt vet vi ocksa att varje
bivillkor kan anvandas for att géra en optimistisk skattning utav problemet. For att fa ett komplett
problem ger man varje bivillkor i det primala problemet en "vikt”, d.v.s. en variabel v; i det duala
problemet.
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Det duala problemets malfunktion, kallad w, ar alltsa alltid en optimistisk skattning. Om vart primala
problem ar ett maximiproblem sa kommer saledes w = z* > z. Utav detta féljer det att det minsta
tilldtna w kommer att ha samma varde som det optimala vardet pa z. Saledes betraktar vi det duala
problemet som ett minimiproblem nar det primala ar ett maximiproblem och konstaterar lite
finurligt att w* = z*. Om det primala problemet &r ett minimiproblem sa foljer det med motsvarande
resonemang att det duala problemet &r ett maximiproblem, men det géller fortfarande att w* = z*.

| det har avsnittet kikar vi pa hur man tar fram det duala problemet, vad man kan anvanda det till och
en del annat.

Att ta fram det duala problemet
Vi borjar med att kika pa det rent algebraiskt:

(P) maxz-= c’x  Det primala problemet skrivs pa matrisform som t.v., dér c representerar
da Ax <b koefficienterna framfor variablerna i malfunktionen, A ar koefficienterna i
bivillkoren och b ar hégerledet.
x=0

Figur 21: Primalt problem.
Frén FO35. Det duala problemet anvander ju som sagt samma indata och som det syns i

(D) minw =b"v figurentill vdnster sa ar det i grund och botten en algebraisk rockad (och
viss transponering) som skiljer dem at. Notera ocksa att primalen ar ett
maximiproblem, medan dualen ar ett minimiproblem. Dessutom ar
vz=0 bpivillkoren lite annorlunda, da < har blivit > i det duala problemet. Detta

da A'v=c

Figur 22: Dualt problem. aterkommer vi till.

Frén FO5.

Om man ska ta fram dualen i ett mer detaljerat exempel, med utskrivna variabler och koefficienter sa
gar man tillvaga som foljer. Betrakta foljande problem:

(P) min z = 3x, - x,+2x;+ x,
da de,+ 2, +2x, — x, =14 1Y,
o+ 2o+ xp+ x, =10 [yg
X, + 3x, <8 \VS

X X, x,x, =0
—_—

Figur 23: Exempel. Frén FO5.
Vi kan lagga marke till ett antal saker:

e Det primala problemet ar ett minimiproblem, vilket gor att det duala problemet ska vara ett
maximiproblem.

e Det ar varierande tecken hos bivillkoren. Detta ar i sig inget problem, men dessa tecken ar
kopplade till teckenkravet pa de variabler v som de &r kopplade till. Tumregeln &r att
standardform ger standardform. Standardform for ett minimiproblem ar >-villkor, sa endast
v, kommer att vara positiv i det duala problemet. Skulle ett bivillkor krava likhet sa kommer
motsvarande dualvariabel att vara “fri”.
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e Viser ocksa att samtliga variabler x; ar icke-negativa. Detta innebar, med samma
resonemang som ovan, att samtliga bivillkor i det duala problemet kommer att vara pa
standardform. Fér vart problem innebar det att alla kommer att vara <-villkor (ty det duala
problemet ar i vart fall ett maximiproblem).

Vill vi koefficienterna pa matrisform sa har vi att:

4 2 2 -1 14
c"=3B -1 2 1D,A=(2 2 1 1 |,b=(10
10 3 0 8

Dessa kan transponeras och sattas direkt in i de algebraiska formlerna pa samma satt. Vi far i vilket
fall att det duala problemet blir:

(D) max w = 14v +10v,+8y, Vi ser alltsa att var vektor b har transponerats och nu
da 4v,+2v,+ v, <3 utgor koefficienterna i den duala malfunktionen, att A
2, +2v, <] bara har transponerats och att c har blivit hogerledet. Vi
2v,+ v, +3v, <2 ser ocksa att teckenkraven blev som vi konstaterade
Vv, <l tidigare, bade for bivillkoren och variablerna v.

v 20, v,y <0 Vidare ska vi kolla vad vi kan anvanda detta till.

Relationen mellan primal och dual
Ett satt att grafiskt illustrera relationen dem emellan ar med féljande bild:

Vi ser har att det primala
v, problemet ar ett maximiproblem,

AN 1 medan det duala ska minimeras.
1 | Optimalldsning Q Vi ser ocksa att koordinaterna i de
n / N olika systemen inte 4r desamma,
T
A BN

X3

men nar dessa "Oversatts” sa
PN kommer de att vara det.

Figur 24: Pr;ma/ och dual. Frén FO5.
Vi ser ocksa att en tillaten 16sning
i primalen kommer att ha ett lagre malfunktionsvarde an en tillaten l16sning i det duala problemet. Vi
har alltsa att c’® < bTD (se ”svaga dualsatsen”). Likhet kommer att uppsta da cT X ar sa stort som
mojligt och bTD &r sa litet som mojligt, d.v.s. att z* = w*. Detta ar alltsa det enda gemensamma
malfunktionsvardet och det ter sig dessutom sa att om man oversatter x* sa far man v*. Detta ar den
enda tillatna punkten i X som, nér den 6versatts, kommer att vara tillaten i V. Detta sammanfaller
med de s.k. komplementsvillkoren. Det ar namligen sa att om X och ¥ &r optimallosningar i
respektive problem sa maste det vara sa att:
T (b — AX) = 0 och X T(A'D — ¢) = 0. Detta hor ihop med att varje extrempunkt i primalen har en
motsvarande extrempunkt i dualen, men att bara en extrempunkt (optimum) ar “gemensam”, vilket
illustreras i figuren:
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cl 1 PN\ c| B E\vl

Figur 25: Koppling mellan extrempunkter i primalen och dualen. Endast optimum dr tilléten i bdda problemen. Frén FO5.

En annan intressant egenskap som komplementariteten medfor ar att om gradienten fér den primala
malfunktionen ar parallell med ett bivillkor, 1at sdga det bivillkoret som innehaller punkterna B, A och
E i det primala problemet ovan, sa kommer motsvarande punkter i det duala problemet att hamna i
samma koordinat i det duala problemet:

Samma malfunktionsvarde
langs hela villkoret

B, A och E hamnar
i samma punkt

Figur 26: Frén FOS5.

Summerar vi detta sa ser vi att vi har ett antal optimalitetsvillkor som vi kan anvdnda for att bekrafta
att vi faktiskt har hittat optimum:

e Primal tilldtenhet: Ax < b,x > 0
e Dualtilldtenhet: Alv > c,v >0

comol caritet vI(Ax—b) =0
e Komplementaritet:
P xT(ATv—c)=0
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Exempel

Lat sdga att vi har samma exempel som tidigare (sa dualen &r redan utrdknad och klar). Vi vill
undersoka huruvida punktenx = (2 3 0 0)"ar optimal. Vi kollar séledes primal tillatenhet (ar x
tillaten?), komplementaritet (vilket v hor till x?) och dual tillatenhet (ar v tillaten?).

Primalen och dualen &r sedan tidigare: (D) max w = 14v,+10v,+8v,

(P) mn z = 3x, - x,+2x;+ x, da A +2v,+ vy <3
dd dy+ 2u42x, — x, =14 2v,+2v, =-1
20+ 2x0,+ x; + x, =10 v+ vy +3vys2
X, + 3x, <8 Mt W =1

v, 20, v,,v; =0
X, Xy, X5, X, =0 1= 273

Figur 28: Primalen. Frén FO5. Figur 27: Dualen. Fran FO5.

Vi borjar alltsa med att kolla primal tilldtenhet. Vi bérjar med att konstatera att x4, x5, X3, x4 = 0.
Sedan kollar vi att x-vardena uppfyller primalens bivillkor.

4X2+2%x3+0—-0=14=>= 14 ok!
2X2+2%x3+0+0=10<100k!
1x2+0+0+0 =2 < 8 ok!

Darefter kollar vi komplementaritetsvillkoren:

vi(4xy +2x, +2x3 —x,—14) =0 v,(14—-14)=0 v, =7
V(2% +2x5 + %3+ x4, —10) =0 © v,(10-10) = 0= v, =7
V3(X1+0X2+3x3_0x4_8):0 v3(2_8)=0 v3= 0

Som vi ser far vi i detta fall bara information om v5 p.g.a. att det ar likhet i primalens férsta och andra
bivillkor. Darmed gar vi vidare och kollar pa det at andra hallet.

x1(4171+2v2+173_3)=0 4U1+2U2=3
x2(2v1+2v2+0v3+1) =0 2U1+2U2 =-1

S/x3,%X4,V3 =0/ =

X3(2v1+v2+2173_2) =0 ?7?
X4(—v1+v2 +0v3 _1) = 0 ?7?
4-171+2172=3 171:2 2
2v1+2v2=_1@v2=—;$v= —;
V3 v3=0 0

Nu har vi fatt fram den motsvarande punkten i det duala problemet. Da fattas det bara att undersoka
den duala tilldtenheten. Vi konstaterar att teckenkraven ar uppfyllda och kollar darefter om
bivillkoren stammer:

4x2+2><(—§)+0

3 < 30k!

Vi har alltsa att samtliga villkor dr uppfyllda och kan darfor konstatera att punkten
x=(2 3 0 0) éaroptimal.

20



Kanslighetsanalys
| kdnslighetsanalysen undersoker vi vad som hdander med malfunktionsvardet néar olika
forutsattningar andras.

Relaxation och Restriktion

Forst maste man kénna till tva viktiga begrepp: relaxation och restriktion. Dessa finns beskrivna i
definitionsavsnittet, men om man snabbt ska beskriva det sa &r en relaxation en férandring av
problemet som innebar att det tilldtna omradet blir stérre och en restriktion ar en férandring som
gor omradet mindre. Storleken pa omradet avgor ju hur manga I6sningar vi kan hitta, sa att forstora
omradet kan inte géra optimallésningen sdmre. Far vi fler [6sningar att vélja pa, men samtliga ar
samre, sa ar ju vart befintliga optimum fortfarande kvar. Samma motivering fungerar omvant for en
restriktion.

Skuggpriset och dess intervall

Skuggpris ar ett annat centralt begrepp som man bor kanna till. Detta finns val beskrivet i
definitionsavsnittet, men lite snabbt kan man saga att skuggpriset for ett villkor ges av férdndringen
av det ursprungliga malfunktionsvdrdet vid en enhetsékning av hégerledet. Skuggpriset for ett
bivillkor gar att utlasa i simplextablan. Det ar det koefficientvarde som hor till bivillkorets
slackvariabel, d.v.s. slackvariablernas reducerade kostnad. Det &r dock viktigt att komma ihag att
skuggpriset bara galler inom vissa intervall. Intervallet beror pa ndr ett annat bivillkor “tar éver” eller
blir mer restriktivt an det befintliga bivillkoret, d.v.s. att det utanfér intervallet inte spelar nagon roll
hur vi flyttar bivillkoret, eftersom vi da ar utanfor det tillatna omradet till foljd utav andra bivillkor.

Skuggpriset kan ocksa, om man har raknat med ett dualt problem, ges av det optimala vardet pa den
dualvariabel som ar kopplad till respektive bivillkor.

Intervallet som namndes ovan kan utldsas i en datorutskrift som ”_con.up” och ”_con.down”, men
kan ocksa rdknas fram algebraiskt:

Intervallet ar giltigt sa Idnge vi befinner oss i samma baslésning, d.v.s. att nar vi behover byta
baslosning sa ar skuggpriset inte langre giltigt. Kravet for att en baslosning ska vara tillaten ar:

xg=B'b>0

Det giltiga intervallet for en komponent i b-vektorn (hogerledet) ges saledes av att ovanstaende
olikhet ska vara uppfylid.

Fordandring av en malfunktionskoefficient
En annan intressant del av kdnslighetsanalysen ar en forandring av en malfunktionskoefficient. Hur
kommer malfunktionsvardet att reagera pa det? Hur mycket kan vi féréandra?

For detta galler i grund och botten samma regel som for skuggpriset — vi har ett fall nar vi haller oss
inom samma baslosning och ett annat nar vi gar utanfor det. Intervallet beror har pa gradienten,
eftersom den férdndras ndr vi éndrar i malfunktionskoefficienten c;. Lat sdga att optimum ligger i en
hornpunkt som skapas av att tva bivillkor skar varandra. Da kan vi “vrida” pa malfunktionsgradienten
(genom att dndra koefficienterna) pa ett sadant satt att den i ena ytterligheten blir parallell med det
ena bivillkorets gradient och i den andra ytterligheten blir parallell med det andra bivillkorets
gradient. Bilderna nedan beskriver det ganska bra:
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Figur 29: Vinster: gradienten. Héger: Hur mycket gradienten kan vridas och fortfarande vara kvar i samma baslésning.

Forutsatt att vi ar kvar i samma baslésning kan vi rdkna pa som vanligt, d.v.s. att vi kan ta vart
befintliga optimalvarde pa variabeln som ar berérd och multiplicera med férandringen i koefficienten
Ac.

Utanfor intervallet fungerar det pa samma satt som for skuggpriset. Behdver vi byta bas sa kommer
vi inte att fa en storre forandring an vad vi har inom intervallet och den kommer heller inte vara
mindre an 0. Sdledes far vi ett intervall som svar.

Berakningarna gar ocksa att gora algebraiskt, vilket finns beskrivet i powerpointen for foreldsning 6.
Utgangspunkten ar det algebraiska kravet for optimalitet.

Inférandet av en ny variabel

Infor man en ny variabel sa vill man inte behova |6sa om hela problemet fran boérjan. Istallet kan man
berdkna dess reducerade kostnad (forutsatt att man fatt alla koefficienter). Om man har en gynnsam
reducerad kostnad sa vill man pivotera in variabeln i sin simplexlosning. | annat fall kan man direkt
forkasta den (om den reducerade kostnaden inte ar gynnsam sa vill vi “nolla” variabeln dnda).

For att fa fram den reducerade kostnaden for den nya variabeln kan man anvanda féljande formel:
A T p-1
Cny = Cny —CpB™ " ay,,

Observera att c,T;B‘1 kan plockas direkt fran simplextablan, men att man kan komma behéva dndra
tecken pa siffrorna innanfor beroende pa om den tillhérande slackvariabeln inférts som “minus” eller
leusll.

For att forsakra sig om att den nya variabeln ar I6nsam behéver man sedan pivotera in den. Mer om
det finns i powerpointen.

Nytt bivillkor
Kolla i boken!

Icke-linjar programmering (ILP)

Icke-linjar programmering (d.v.s. optimering) stéller till med en del problem som vi inte stoter pa néar

vi bara behandlar vanliga linjara problem. Exempelvis kan vi inte ta konvexitet for givet, vilket gor det
svarare att avgéra om vi har funnit ett globalt optimum. Konvexitetsbegreppet visar sig darfor vara av
yttersta vikt. Ett problem kallas icke-linjart om minst en av f (), g;(x) ar icke-linjar.
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Konvexitet

Om ett problem ar konvext sa vet vi att ett lokalt optimum ocksa ar ett globalt optimum, vilket gor
problemen mycket enklare att I16sa. Saledes &r det viktigt att vi kan avgora huruvida vara problem &r
konvexa eller inte.

Ett problem kallas ett konvext problem om f(x) ar en konvex funktion och X dr en konvex mangd,
d.v.s. att samtliga bivillkor dr konvexa. Observera dock att en konvex funktion ar konkav for
maximiproblem. Mangden ska dock alltid vara konvex, oavsett om det ar ett minimi- eller
maximiproblem.

Kolla in vad som definierar en konvex funktion och en konvex mangd i definitionsavsnittet (genvag:
anvand hyperlanken i stycket ovan). Vissa av definitionerna ar dessutom kommenterade for extra
tydlighet.

Konvex funktion
| ett minimeringsproblem vill vi ha en konvex malfunktion, men i ett maximeringsproblem ska det
vara konvext for att funktionen ska kunna kallas konvex (rorigt varrel!).

Vidare bor man gora skillnad pa funktioner som &r konvexa och funktioner som ar strikt konvexa.
Detta spelar viss roll da strikt konvexa funktioner maximalt kan ha ett optimum, medan konvexa
funktioner kan ha flera (angrénsande, d.v.s. ett omrade).

For att undersoka konvexiteten hos en funktion kan man anvanda sig av den s.k. hessianen (se:
"ovrigt” i definitionsavsnittet). Hessianens teckenkaraktdr (positivt definit, positivt semidefinit, et
cetera) avslojar huruvida funktionen ar (strikt) konvex, (strikt) konkav eller ingetdera. Med hjalp utav
hessianens egenvarden kan man komma fram till féljande:

Antag att f(x) dr en tvd gdnger deriverbar funktion definierad pd en konvex méngd
X. Da gadiller att:

f(x) dr en konvex funktion pd X om J dr positivt semidefinit for alla x € X. Detta
gdllerda A, =0, ...,4,, = 0.

f(x) dr en strikt konvex funktion pa X om 3 dr positivt definit fér alla x € X. Detta
gdllerda A, > 0, ...,4,, > 0.

f(x) dér en konkav funktion pd X om 3 dr negativt semidefinit for alla x € X. Detta
gdllerda 1, <0,...,4, <0.

f(x) dr en strikt konkav funktion pd X om H dr negativt definit fér alla x € X.
Detta géller dé A, < 0, ..., 1, < 0.

f(x) dr ingetdera om 3 dr indefinit (varierande tecken pG A).

Man kan ocksa anvanda sig utav s.k. “ledande underdeterminanter” for att avgéra hessianens
teckenkaraktdr, men dessa sager bara nagot om karaktdren om den &r strikt konvex eller strikt
konkav. Det ar dock oftast ett smidigare satt att rdkna pa. For en detaljerad beskrivning, kolla
avsnittet med satser i slutet pa sammanfattningen.
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| kursen kan man ocksa stota pa sammansatta funktioner. For att avgéra om en sadan ar konvex
maste man titta pa de olika delarna. Om h(y) och g(x) 4r sammansatta, sa att f(x) = h(g(x)), sa ar
funktionen konvex ifall bdda funktionerna dr konvexa och h(y) ar icke-avtagande. For en ndrmare
beskrivning, se satsen om sammansatta funktioner i avsnittet med satser.

For att bedoma om linjdrkombinationer, d.v.s. summor av termer, dr konvexa sa kan man analysera
dem var for sig. Om samtliga termer ar konvexa sa ar den sammansatta funktionen konvex.
Minnesregel: Summan av konvexa funktioner ér konvex. For mer detalj, se satsen om
linjarkombinationer i satsavsnittet.

Konvexa mangder

En mangd ar kallas konvex om det fér alla punkter i méngden gdller att samtliga punkter emellan
dessa tvd godtyckligt valda punkter ocksa tillhér mdngden. Saledes ar kravet att man ska kunna ta tva
punkter i omradet och dra ett rakt strack emellan dessa, utan att nagonsin lamna méngden. Detta
ska alltsa vara sant oavsett val av punkter. Mer formellt sdger man att:

En méngd X © R™ ér en konvex mangd om det fér varje val av punkter x(V, x() €
Xoch0 < A< 1gdllerattx = AxMW + (1 - )x®@ ex.

Detta kan tydligt illustreras med tva figurer:

Oavsett valav x” och x?
hamnar den streckade

x ligger ej i méangden, linjeniméangden X, sa

ej konvex mangd mangden ar konvex

Figur 30: T.v. en icke-konvex méngd. T.h. en konvex méngd. Frén FO7.

Mangden, eller det tillatna omradet, spanns ju som bekant upp utav problemets bivillkor. Saledes
kan man anvanda de olika funktionerna g;(x), d.v.s. respektive bivillkors V.L., for att avgéra om
mangden ar konvex. Man sager att mangden ar konvex om samtliga g; (x) ar konvexa funktioner.
Notera dock att detta enbart fungerar at ett hall. Att ett utav bivillkoren inte ar konvext betyder inte
per automatik att mangden ar icke-konvex. Detta beror pa att icke-konvexa funktioner kan vara
konvexa inom vissa intervall, och hela funktionerna ar inte nédvandigtvis intressanta i ett
optimeringsproblem. Vi spinner vidare pa detta nar vi pratar om snittet av konvexa mdngder.

Snittet av ett antal mangder ér konvext om samtliga delmangder ar konvexa. D.v.s. att om samtliga
bivillkor ar konvexa, sa kommer snittet (det tillatna omradet) att vara konvext. Daremot kan det te
sig sa att snittet blir konvext, trots att det spanns upp av ett antal icke-konvexa delmangder. Detta
beror pa att icke-konvexa mangder inte dr icke-konvexa éverallt. Detta demonstreras tydligt i bilden
nedan:
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Har ser vi alltsa snittet (i blatt) av tva icke-
konvexa delmangder. Snittet ar fortfarande
konvext. | sadana har situationer kan man
behova rita upp omradena grafiskt for att pa
sa satt avgora om snittet ar konvext eller ej.

Figur 31: Snittet av icke-konvexa delmdngder. Frén FO7.

For att avgéra om delméangderna, d.v.s. bivillkorensfunktionerna, ar konvexa kan man anvanda
hessianen, precis som fér malfunktionen. Eftersom funktionerna g;(x) ar just funktioner sd kan man
behandla dem precis som man behandlar funktionerna f (x). Saledes géller t.ex. reglerna om
sammansatta funktioner och linjarkombinationer dven har.

Allts3, se till att kolla in de satser och definitioner som behandlar konvexitetsbegreppet, d& dessa ar
valdigt centrala.

Obegransad optimering & sokmetoder

Inom obegransad optimering behandlar vi problem som saknar bivillkor, vilket innebar att vi soker
over hela malfunktionens definitionsmangd och att malfunktionsvardet kommer att ligga nagonstans
inom funktionens vardeméangd. Satserna om optimalitet vid obegransad optimering dr mycket
relevanta for avsnittet.

Sokmetoder behdver generellt tre saker: en startpunkt (brukar vara given), en sékriktning och en
stegldngd. De tva senare varierar en del mellan olika sokmetoder, vilket vi kommer att titta pa.
Generellt kan en sokmetod beskrivas som:

X+ — 5(0) 4 g (o)

dar x**1 3r den nya punkten vi gar till, x5 &r punkten vi star i t &r steglangden och d® &r
sokriktningen.

Vid obegransad optimering, och vid sdkmetoder fér densamma, hittar vi enbart lokala optima.
Saledes ar det mycket viktigt att veta ifall funktionen ar konvex, eftersom vi da vet att ett lokalt
optima ar detsamma som ett globalt optima.

Eftersom vi inte har nagra bivillkor i den obegransade optimeringen vet vi att optima maste ligga i en
stationdr punkt, d.v.s. en punkt dar Vf (x) = 0. Vet vi dessutom att funktionen &r konvex, sa kommer
en stationdr punkt att vara en optimalldsning till problemet. Dessa tva delar (stationar punkt och
konvex funktion) ar tillrackliga for att avgéra om vi funnit en optimalldsning.

Skulle vi inte ha en konvex funktion sa kan vi fortfarande leta upp stationdra punkter och sedan
studera hessianen i denna punkt for att avgéra om det ar en lokal maximi- eller minimipunkt.

Sokriktning

Nar vi valjer sokriktning, d, studerar vi funktionen i den punkten vi star i, genom att géra en
approximation (se: Taylorapproximation). Vi véljer sedan en riktning mot optimum for den
approximerade funktionen och pa sa satt tar vi oss till ett battre malfunktionsvarde.
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| den har kursen delar vi in sokriktningarna i tva olika metoder: Brantaste lutningsriktning som
anvands i brantaste lutningsmetoden (B.L.) och Newtonriktning som anvands i olika newtonmetoder
(NM).

For att bestaimma d® i brantaste lutning (BL) anvander vi helt enkelt funktionens gradient rakt av:

Minimiproblem: d = —Vf(x)
Maximiproblem: d = Vf(x)
Exempel

Bestdim sékriktningen fér f (x) = —2x1 — x1x, + 2xf + x5 i punkten x(® = (8) i ett

minimeringsproblem. Bestdm dg)L) (s6kriktningen med BL-metoden).

Enligt formeln ovan sd séker vi efter =V (x) (ty minimiproblem). AlltsG behéver vi

bara rikna ut V£ (x), sdtta in vdrdena x(©) = (8) och gd i motsatt riktning.
Vi(x) = (xl X2~ 2) —/x© = (0) /= Vf(x©@) = (—2) -
- 2 0 0
= —Vf(x®) = (S)

Sdledes har vi att déOL) = (3)

Newtons metod kan a andra sidan delas upp i tva underfall, kallade den “vanliga” och den
"modifierade” (det finns annu fler varianter). Skillnaden ar att steglangden i den “vanliga” metoden
alltid ar 1, medan den i den modifierade metoden tas fram genom en linjesdkning. Sokriktningen ges
i vilket fall av:

d=—-H1(x)xVf(x)

Harledningen av detta gick vi igenom under foreldsning 7, men det kdnns inte relevant att ta upp har
just nu. Istallet tar vi ett exempel, med samma funktion och startpunkt som i féregaende exempel.
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Exempel

Bestdm sokriktningen for f(x) = —2x1 — 1%, + 2xf + x5 i punkten x(© = (8) i ett

minimeringsproblem. Bestdm dg’,?,, (s6kriktningen med Newtons vanliga metod).

Enligt formelnd = —H™1(x) X Vf(x) behéver vi ta fram gradienten och
hessianen (samt invertera denna):

v = (2, o) =0 = (0) 1= T () = ()

Vilx) = (X_1X—1 :C-ZZ_X22> = H(x) = (_11 —21) =

=@ =31 )= 1)

=dn=-( D(0)=-(3)=0)

Notera alltsa att vi far en annorlunda sokriktning i jamférelse med BL-metoden. Observera ocksa att
Newtons metod soker efter stationdra punkter, sa dy, kan faktiskt ga at fel hall...

Stegldangd

Nar vi bestamt sokriktningen maste vi ocksa bestdmma i vilken riktning vi ska ga. Generellt kan man
sdga att vi vill ta det storsta mojliga steg vi kan utan att funktionen (i sokriktningen) borjar bli
"samre” igen. Vi studerar saledes funktionen i riktningen d och anvinder den temporéra variabeln
t for att se vad som hander med f(t) nar t 6kar. Figuren illustrerar detta:

X % ®) o

Figur 32: Vi vill inte "skjuta éver". Frén FO7.
Detta kallas en linjesékning och ar ett problem i en variabel. Vi vill rent matematiskt forsdka hitta ar:

i = min(x® + td®
min f(¢) = min(x** + td*™)
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Detta kan goras pa tva satt:

1. Analytiskt: Berdkna fér vilket t som f'(t) = 0.

2. Intervallhalvering: Antag att vi vet att f'(t) = 0 ligger i intervallet [a, B]. Berdkna derivatan i
intervallets mittpunkt m. Om:
- f'(m) = 0 — Nytt intervall: [, m].
- f'(m) < 0 — Nytt intervall: [m, B].
Avsluta dd t.ex. § — a < ¢, ddir € dr ett godtyckligt litet “fel”.

Exempel: Intervallhalvering

Hitta, med hjélp av intervallhalvering, ett intervall [a, B], dér B — a < 0,5, som innehdller det
optimala virdet t ndr man vill minimera funktionen f(t) = 2t> —4t, 0 <t < 3.

Vi vill alltsG, enkelt instruktionerna for intervallhalvering, bérja med att kolla vad
derivatans vdrde dr mitt i intervallet. Férst tar vi fram derivatan:

f)=2t2—4t=f'(t) =4t —4
Vi bérjar med intervallet [0,3]. Intervallets mittpunkt m = 32;0 = % Vi testar vad

derivatan i m blir:
f'(m)=4§—4=2 >0

Sdledes far vi ett nytt intervall [0, 1.5]. Vi testar avbrottskriteriet:
1,5 —-0=1,5> ¢ = 0,5, sd vi mdste fortsdtta. Det nya intervallets mittpunkt
m = =222 = 0,75. Vi kér derivatan:

£(0,75) =4%075—4=-1<0

Nytt intervall: [0.75, 1.5]. Avbrottskriterium: 1,5 — 0,75 = 0,75 > 0,5 (fortsditt).
m= —1'520'75 =1,125

f'(1,125) =4x1,125-4=05>0

Nytt intervall: [0.75, 1.125]. Avbrottskriterium: 1,125 — 0,75 = 0,375 < 0,5.
Alltsé avbryter vi iterationen och konstaterar att t* € [0,75 1,125].
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figuren till vanster. Intervallhalvering kan vara effektivt i de fall da
det ar svart att identifiera derivatans nollstallen.

o o7 1s 3 Iterationerna (halveringarna) vi gjorde i exemplet illustreras i
+

k=0 | :
k=l ——]

= +
k=2 ——i
lo=3 —

Figur 33: Intervallhalvering. Frén FO7.

Brantaste lutningsmetoden
Brantaste lutningsmetoden ser stegvis ut som féljer. De flesta stegen har redan beskrivits ovan.

0. Vilj startpunkt x(®, och sitt k= 0.

1. Bestdm sokriktning d.
Minimiproblem: d®) = —Vf(x())
Maximiproblem: d® = vf(x))

2. Kolla avbrottskriterium.
Punkten ) 3r en optimallésning om normen av gradienten ar tillrackligt liten, d.v.s. om
||Vf(x(k))|| < g, dar € ar en godtyckligt liten “felmarginal” (oftast given).

3. Bestam steglangd t ) genom linjesdkning.

4. Identifiera den nya punkten:
xR+ = x () o (k) g(K)

5. Uppdatera k := k 4+ 1 och starta nésta iteration fran steg 1.
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Newtonmetoder
Newtonmetodernas algoritm ser ut som foljer. Notera skillnaderna i steglangd mellan de olika
varianterna.

0. Vilj startpunkt x(®), och satt k = 0.

1. Bestam Vf(x®)) och H=1(x(®)). Berakna sedan sokriktningen:
d® = —H 1 (xO)Vf(x(D)

2. Kolla avbrottskriterium.
Punkten x) 3r en optimallésning om normen av gradienten ér tillrickligt liten, d.v.s. om
||Vf(x(k))|| < g, dar £ &r en godtyckligt liten "felmarginal” (oftast given).

3. Bestam steglangd t (0:
Newtons “vanliga” metod - Fix steglingd (t = 1)
Newtons modifierade metod = Utfor linjesékning.

4. Identifiera den nya punkten: x(**1) = x(K) 4 ¢ () g

5. Uppdatera k := k + 1 och starta néasta iteration fran steg 1.

KKT-villkoren

KKT star for Karush, Kahn och Tucker, vilka utvecklade villkoren. KKT-villkoren hjdlper oss att avgora
om en punkt dr optimal. Observera att vi i detta avsnitt anvander maximiproblem med <-villkor, da
detta blir tydligare och enklare att visa i figurer. | 6vrigt ar det helt vanliga icke-linjara problem.

Inom den icke-begransade optimeringen sa vi att optimum alltid fanns i stationara punkter. | den
begrdnsade optimeringen, @ andra sidan, kan vi ju hitta optimum langst det tilldtna omradets rand,
och detta behover inte vara en stationar punkt. Dar kommer KKT-villkoren in. Vi borjar med ett
konstaterande:

Antag att det finns en punkt x* som uppfyller KKT-villkoren. Om problemet ar konvext sa ar x* bade
ett lokalt och globalt optimum.

For konvexa problem kan vi sadledes anvanda KKT-villkoren for att avgéra om en given punkt ar
optimal. Grundidén ar att en inre punkt ar ett globalt optimum om Vf = 0 och en randpunkt ér
“intressant” om det inte finns ndgon tilldten ascentriktning (fér maximiproblem, annars blir det
descentriktning enligt samma princip). Detta avgér man genom att jamféra malfunktionens gradient i
en randpunkt med de aktiva bivillkorens respektive gradienter. Dessa spanner namligen upp en “kon”
och om Vf ligger innanfér denna (d.v.s. om den kan beskrivas som en icke-negativ linjarfunktion av
bivillkorens gradienter) sa finns det ingen tillaten ascentriktning i vilken vi kan ga vidare. Detta mdste
(forutsatt att problemet ar konvext) innebéra att en sadan randpunkt ar ett lokalt och globalt
optimum.

Det vi maste ha koll pa ar alltsa vilka bivillkor som ér aktiva (uppfyllda med likhet)och om I6sningen
dr tillaten.

For att kolla detta, och sammanfatta KKT-villkoren i mer konkret form, kommer vi att komma tillbaka
till ett tidigare tema: primalproblem och dualproblem. Det finns ett tydligt samband har emellan!
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KKT-villkoren
OBS! Om villkoret inte

1. Primal tilldtenhet ar aktivt ar v; = 0,

gix)<b, i=1,..,m d.v.s. villkoret &r inte
intressant!

2. Komplementaritet
vi(bi— gi(®)) =0, i=1,..,m

3. Dual tilldtenhet

m

VF(x) = ZUngi(x), v =0; i=1,..,m

=1

Formuleringen ovan galler som sagt for maximiproblem med <-villkor. Fér andra kombinationer
erhaller man andra teckenkrav pa v;, enligt samma princip som foér dualen till ett LP-problem. Kom
ihag att “normalform ger normalform”, vilket var tumregeln for LP-problemen. En tabell 6ver
teckenkraven finns bifogad nedan:

Problemtyp =<-villkor =-villkor =-villkor

Minproblem v, <0 v, =0 v, fri

Maxproblem v, =0 v, <0 v, fri

Tabell 2: Teckenkrav beroende p& problemtyp och villkorskaraktér. Frén FO8.
Exempel: KKT-villkoren
Studera problemet:

max f(x) = —(x; +2)% — 2(x, — 1)% — 2x; + 2x,%,

J1€3)

3x;, + 2%, = 4

dd  4x;+x2<9
x, =0

a) Teckna KKT-villkoren
b) Avgor med hjalp av KKT-villkoren ifall punkten x = (0 3)T utgor en KKT-punkt.
c) Kontrollera svaret i b grafiskt.

| deluppgift a ska vi teckna KKT-villkoren for exemplet, vilket vi gor lite “generellt”. Vi bérjar med att
namnge bivillkoren och att tilldela dem sina respektive dualvariabler:

91(x) = 3x; + 2x, > Kopplad tillv; <0
g2 (x) = 4x; + x2 > Koppladtillv, >0
gz3(x) =x; -» Kopplad till v; < 0

Vi tar ocksa fram uttryck for Vg; och Vf da dessa behovs:

(2%, +2x;,—6

—2(x;+2)—-2+ 2x2) ( )
T\ 2x —4x, + 4

Vi) = ( —4(x, — 1) + 2%,

ve: = () 0= (o) 70=(0)
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Darmed kan vi satta upp KKT-villkoren, vilket &r svaret pa deluppgift (a):

1. Primal tilldtenhet
g1(x) = 4
g2(x) <9
g3(x) =0

2. Komplementaritet
171(4 - 91(x)) =0
172(9 - gz(x)) =0
173(0 - g3(x)) =0

3. Dual tillatenhet

Vi(x) =v,Vg,(x) + v,Vg,(x) + v3Vgs(x)
v, 1350, v, 20

| deluppgift (b) testar vi om KKT-villkoren &r uppfyllda for punktenx = (0 3):

1. Primal tilldtenhet
g1(x)=3*%0+2%x3=62=40k!
g2(x) =4x0+32=9<9 ok!

g3(x) =0=0ok!

2. Komplementaritet
v4—-6)=0 v, =0
1,(9-9)=0= v, =7
v3(0-0)=0 v3=?

3. Dualtilldtenhet
Vf(x) = v,Vg:(x) + v,Vg,(x)
+ v3Vg5(x)
=v,Vg,(x) + v3Vg3(x)

= Vf(x) = (—08) = v, (2) + v3 (é) =

4

— Vy = ——
{0 —84326-1};173 ={ 2 16
o v3=3

Kontrollerar teckenkrav:
v; =0 < 0 ok!

v, = =3 2 O inte ok ...

vy =3 % 0 inte ok ...

x2

Slutsats: Punkten x ar inte en KKT-punkt...
Det finns alltsa en tillaten riktning som
forbattrar malfunktionsvardet. En grafisk !

2 0 1 2 3 4 5

tolkning (som efterfragas i uppgift c) ges .

nedan. Notera att gradienten inte ligger Figur 34: Punkten dr INTE en KKT-punkt. Frén FO8.
innanfor konen.
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KKT-villkoren i icke-konvexa problem och i LP-problem

Om problemet inte dr konvext kan det finnas punkter som uppfyller KKT-villkoren, men som inte
nodvandigtvis dr varken lokala eller globala maximipunkter. Det kan t.o.m. bli sa tokigt sa att ett
globalt maximi i ett icke-linjart problem inte uppfyller KKT-villkoren. Med det sagt sa ar det alltsa
oerhort viktigt att faststalla att problemet faktiskt ar konvext!

For LP-problem galler fortfarande KKT-villkoren. De vanliga optimalitetsvillkoren fér LP-problem ar
specialfall av KKT-villkoren.

Frank-Wolfe metoden

Frank-Wolfe (FW) anvands vid problem med linjara bivillkor, men en icke-linjar malfunktion. Precis
som i KKT-fallet kan vi har fa tva scenarion, p.g.a. att malfunktionen ar icke-linjar. Antingen sa har vi
ett optimum inuti det tillatna omradet eller sa har vi ett optimum langst det tilldatna omradets rand.

Grundprincipen bakom FW-metoden &r att man approximerar den icke-linjara malfunktionen och
darmed far en linjar funktion istallet. Kravet ar att funktionen ar konvex, vilket gor att 16sningen till
det linjara problemet (var approx.) kommer att vara en optimistisk skattning. Dessutom vet vi att
varje tillaten punkt till det “riktiga” problemet ar en pessimistisk skattning, varpa metoden gar ut pa
att minska gapet mellan skattningarna och pa sa satt na fram till optimum.

En bra illustration av detta, i en variabel, finns bifogad nedan. | exemplet stary for I6sningen pa det
approximerade exemplet, d.v.s. att y blir den optimistiska skattningen:

Jf(x)

2 (x)

f(x{kl) ___________
fxX) |-=-==-=-=

2y --=-~-~-

Tillatet omrade X
") < fx') = f(x)

Figur 35: Frank-Wolfe i sin enklaste form. Frén FO9.
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Frank-Wolfes algoritm

LBD = Lower bound = Nedre grans

0. Startpunkt x(%). Satt k =0, LBD = —oo och UBD = f (x(©). € Ll el el e ol en -

1. Formulera forsta ordningens Taylor-approx. av f(x) i punkten x5 och 16s:

min z(x) = f(x®) + V£ (x0T (x — x*)
dadAx=0»>b
x>0

Beteckna LP-lsningen y(®). Uppdatera LBD = max{ LBD z(y®)}.
Kontrollera avbrottskriterium, avbryt om UBD-LBD < ¢

2. Definiera sokriktningen d®) = y(®) — x(®) och satt xk+D(¢) = x) = +¢d®

3. Utfor linjesdkning mellan x99 och y®, t () ges av Orzltiplf(x(k“)(t))

4, x+D) = x() 4 +E) (k) yppdatera UBD = f(xk+1),
Kontrollera avbrottskriterium, avbryt om UBD-LBD < ¢

5. Uppdatera k := k + 1, ga till steg 1.

Notera att algoritmen ovan ar for ett minimiproblem. For ett maximiproblem blir det vissa skillnader.
T.ex. satter vi att LBD = f(x(%)) och UBD = oo nir vi borjar, och z ska maximeras istallet for
minimeras. Det blir alltsa flera skillnader, sa var vaksam pa dessa. Notera ocksa att algoritmen kraver
att malfunktionen &r en konvex funktion (konkav for maximiproblem), for annars stimmer inte
skattningarna per automatik.

Lagrangedualitet & Lagrangerelaxation

Lagrangerelaxation ar en l6sningsstrategi som ofta anvands for att I6sa stora strukturerade
optimeringsproblem, bl.a. heltalsproblem (som dyker upp i fortsattningskursen). Idén ar att
"forenkla” problemet genom att relaxera vissa bivillkor och istéllet ta hdnsyn till dem indirekt genom
att inkludera dem i malfunktionen, vilken da kallas for Lagrangefunktion. Skulle det relaxerade
bivillkoret inte vara uppfyllt sa ar tanken att funktionen automatiskt ska “straffa” denna otillatenhet,
vilket den gér med hjalp av s.k. Lagrangemultiplikatorer.

Lagrangerelaxation bygger pa teori rérande dualitet i icke-linjara problem, vilket brukar kallas
Lagrangedualitet. Vi borjar darfor i den anden. Grundtanken ar att vi vid ett icke-linjart problem:

min f(x)
dgl gi(X) > bi' i = 1, e, m

ska kunna ta hansyn till ett bivillkor g;(x) = b; genom att straffa malfunktionen nar det inte ar
uppfyllt. Straffmultiplikatorn kallar vi for v;, och v; = 0. Vi lagger till dessa extra termer i
malfunktionen och ser till att de straffar otillatenhet:

LG v) = £GO + ) vilhy = gi()
i=1
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v;i(b; — g;(x)) > 0 om villkoret inte ar uppfyllt
vi(hi —gi(x)) <0 om villkoret ar uppfyllt
maximiproblem blir det sjalvklart tvart om. Det blir ocksa annorlunda om bivillkoren har en olikhet
som inte ar pa standardform. Tanker man bara att den extra termen ska straffa otilldtenhet sa kan
man rakna ut vilket tecken som kravs pa v; och hur termen ska se ut.

Notera att vi vart minimiproblem ska: { For ett

Det duala problemet, som bara beror pa v, ska fortfarande minimera med avseende pa x:

h(v) = minL(x,v) = mxin{f(x) + z vi(b; — g;(x)) },vi >0Vi

=1

En fin egenskap med detta ar att ifall vi har flera variabler (vilket typ alltid ar fallet) sa kan vi samla
dem var for sig och minimera dem separat. Detta géller dock inte om termerna dr sammansatta. Vi
kikar pa ett exempel dar det blir sa:

Exempel: Lagrangedualitet
Betrakta det foljande problemet. Relaxera bivillkor 1.

max z = 3x; — Xy — 3x3 + 7%,

Xy — 2x, —x3 +5x4 <15

X1+ x <5

da X1 < 3
2x3 + Xy > 4

X< 6

X1,X2,%3,X4 = 0

Vi borjar med att formulera Lagrangefunktionen:

L(x,v) =3x; —x3 —3x3 + 7x4 + v(15 — x1 + 2%, + x3 — 5x4)
=150+ B —v)x; + Qu—Dxy, + (v —3)x3 + (7 — 5v)x,

Om vi nu tittar pa de andra bivillkoren (de som kvarstar) sa ser vi att de antingen innehaller x; och x,
eller x5 och x,. Inget bivillkor innehadller variabler fran bdda grupperna. Saledes kan vi ta det i
beaktning nar vi formulerar var duala funktion och gruppera dem darefter, sa att vi far relativt enkla
problem att |6sa:

h(v) = minL(x,v) = 15v + max{(3 — v)x; + Qv — 1)x,} + max{(v — 3)x3 + (7 — 5v)x,}
X X1,X2 X3,X4

X1 +x, <5 2x3+ x4 =4
da X1 <3 X4S6
X1,%X, =0 X3,%4 =0

Vi far saledes tva subproblem, vilka enkelt kan I6sas t.ex. grafiskt. En typisk uppgift skulle kunna vara
att vi utdver detta far tva varden pa v och ska rdakna ut den duala funktionens varde for de
multiplikatorerna. Det skulle ocksa kunna vara sa att man med hjalp av dessa multiplikatorer ska ge
ett intervall fér den ursprungliga malfunktionen. Detta l6ses enkelt genom att satta in v och sedan
rdakna ut de optimala vardena pa de olika x-variablerna.

N&r man har de olika x-variablerna maste man kolla om koordinaten ar primalt tillaten (med hjalp av
det relaxerade bivillkoret). Om l6sningen dr primalt tillGten sa far vi en pessimistisk skattning till det
ursprungliga problemet z(x) genom att satta in koordinaterna i den ursprungliga malfunktionen.
Véardet pa det duala problemet kommer att ge en optimistisk skattning, oavsett primal tillatenhet
eller ej. Saledes far vi ett intervall att satta det ursprungliga malfunktionsvardet i. Den primala
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tilldtenheten avslojar dock huruvida straffet ar for hart eller for klent. Om vi far primal tillatenhet for
de x-variabler vi far fram sa ar straffet for hart (om det inte ar optimalt, d.v.s. om problemet &r
konvext och h(v) = f(x)). Om vi inte far primal tillatenhet sa har straffet varit for klent. Denna info
kan vi anvanda nar vi forfinar vardet pa var multiplikator v.

Man kan alltsa saga att allt kommer ner till att man vill hitta det optimala vérdet pa
Lagrangemultiplikatorn v for att hitta optimum.

Sammanfattningsvis kan vi sdga nagra ord om relationen mellan f(x) och h(v) i Lagrange-fallet. Givet
ett tilldtet x och ett tilldtet v sa géller det att:

h(v) < h(v") < f(x7) < f(2)

Det géller alltsa alltid att h(v) ger en optimistisk skattning av f (x) och det géller alltid att en tillaten
|6sning ar en pessimistisk skattning. Sambandet ovan géller saledes for ett minimiproblem. Om
problemet ar konvext galler dessutom stark dualitet, d.v.s. att h(v*) = f(x*). | det icke-konvexa
fallet &r det vanligt att det uppstar ett s.k. dualgap, d.v.s. att h(v*) < f(x").

Generell [6sningsstrategi

0. Bestam vilka villkor som ska relaxeras och bestam den duala funktionen. Valj initiala varden
v(© (oftast givna). Satt k = 0, LBD = —oo och UBD = o

1. L®s Lagrangesubproblemet for v = v(®;
Erhaller 16sning x%) samt en optimistisk skattning h(v()).
Uppdatera LBD = max{LBD h(v®))}.

2. Om x® &r tillaten:
Erhaller en pessimistisk skattning och kan uppdatera UBD = min{UBD £ ( x(k))}.

om x® &r otillaten:
Forsok omvandia till en tillaten 16sning.

3. Kontrollera avbrottskriterier.
4. Uppdatera dualvariablerna: v*+1 = p®) 4 (K g d3rt och d representerar steglingd
respektive sokriktning. Detta steg behdvs dock inte om de v som ska anvandas redan ar

givna.
Satt k :== k + 1 och ga till steg 1.
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Definitioner

Konvexitet

Konvexitet/Konvext problem

Ett problem ér konvext om f(x) ér en konvex funktion och X ér en konvex mdngd.

OBS! LP-problem ér alltid konvexa, medan ILP-problem kan vara antingen konvexa eller icke-konvexa.
Anledningen till konvexitetens relevans ar att det fér konvexa problem per definition galler att ett
lokalt optimum dr ett globalt optimum. Notera att f(x) ar en konvex funktion om den i ett
minimiproblem ar konvex och i ett maximiproblem ar konkav.

Konvexkombination

En punkt y ér en konvexkombination av tvg punkter x och x® omy = Ax® +
1-DxPdiro<a1<1.

Figur 36: Konvexkombination. Tagen frén FO1.

Kommentar: Definitionen innebar att punkten y ligger pa en rat linje mellan x och x(®, dar vérdet
pa A avgor avstandet till respektive punkt. Konvexkombinationen kan anvdndas for att beskriva
samtliga punkter pa en linje mellan punkterna x och x(®, vilket &r anvindbart nar t.ex. optimum i
ett LP-problem utgors av alla punkter mellan tva hornpunkter (d.v.s. nar Vf ar parallell med Vg).
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Konvex funktion

f(x) ér en konvex funktion pé X om det for varje val av punkter x©, x(3) € X och
0 <A< 1gdlleratt f(Ax® + (1 — Dx@) < Af (xD) + (1 = Df x?P).

fix) FOAXD + (1- 1)x@)

AMF(xMy+ (1- A)f(x?)

) «
: ) fix?)

1
x( ) X x(2)
Figur 37: Konvex funktion. Tagen frén FO1.

Kommentar: Den réda linjen i figuren ar alltsa konvexkombinationen mellan punkterna f(x(l)) och
£(x®), medan den bla linjen &r funktionsvirdet av alla punkter mellan x( och x(®). For att
funktionen ska kallas konvex maste detta vara uppfyllt for alla virden pa x(1 och x(2).

Observera ocksa att detta endast galler for ett minimiproblem. For ett maximiproblem kallas
funktionen konvex nar den egentligen ar konkav.

Konvex mangd

En médngd X  R™ dr en konvex méngd om det for varje val av punkter x(V, x(?) €
Xoch0 < A < 1gdllerattx = Ax™M + (1 - 2)x@ ex.

1
le

1
X[]

Figur 38: Viénster: Icke-konvex méngd. Héger: Konvex mdngd. Tagen frén FO1.

Optimalitet
Globalt optimum

En tillgten punkt x O dr ett globalt optimum om det inte finns ndgon annan
tillaten punkt med bdttre funktionsvdrde.

Kommentar: For ett minimiproblem innebar detta att f(x(k)) <f(x) VxeX

Lokalt optimum

En tillaten punkt xK) dr ett lokalt optimum om det i en omgivning N (x®) till x )
inte finns ndgon annan tillaten punkt med bdttre malfunktionsvdrde.

Kommentar: Fér ett minimiproblem innebir detta att f(x®) < f(x) Vx € Xochx € N(x(")).
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Sokriktningar
Sokriktningar

En riktning d® sddan att V£ (x*NTd®) < 0 kallas for en descentriktning och ér
alltsa en riktning i vilken V£ (xU) minskar (6nskvdrt for minimiproblem).

En riktning d® sadan att V£ (x*$NTd®) > 0 kallas fér en ascentriktning och dr
alltsd en riktning i vilken V f (x)) 6kar (6nskvért for maximiproblem).

Tillaten s6kriktning

Det ska vara mdéjligt att ta ett litet steg i s6kriktningen d o fran punkten x5 och
samtidigt stanna kvar i det tilldtna omrddet. Kravet dr att det ska existera ndgot
litet T > 0, sé att: x® + td® € X; vt,0 <t < 7.

Forbattrande sokriktning

Mélfunktionsvirdet i punkten x®) + td®) ska vara béttre dn mélfunktionsvirdet
i punkten x®) fér tillrdckligt litet t > 0.

Kommentar: For ett minimiproblem far vi alltsa att: f(x(k) + td(k)) < f(x®).
Ovrigt

Degenererad basldosning

En baslosning ar degenererad om en (eller flera) basvariabler har vardet noll.

Kommentar: Detta far viss effekt pa t.ex. simplexalgoritmen, da flera baslésningar kan dela pa samma
hornpunkt. Den reducerade kostnaden kan indikera en forbattring, men steglangden kan bli lika med
noll — vi byter alltsa baslosning men forblir i samma hoérnpunkt. For icke-degenererade baslésningar
kommer steglangden i varje iteration att vara strikt positiv och leda till ett strikt battre
malfunktionsvarde.

Relaxation

En relaxation dr en féréndring av ett problem som innebdr att det tillatna
omrddet blir storre (far fler tillatna Iésningar) alternativt blir oféréndrat.

Restriktion

En restriktion ér en férdndring av ett problem som innebdr att det tillatna
omraddet blir mindre (far férre tilldtna I6sningar) alternativt blir oféréindrat.
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Skuggpris

Skuggpriset for ett problem ges av férdndringen av det ursprungliga
mdlfunktionsvdrdet vid en enhetsékning av hégerledet.

Kommentar: Skuggpris kallas daven dualpris, dualvérde eller marginalpris. Till varje LP-problem finns
det som bekant ett dualt problem (med exakt samma indata som vart ursprungliga primala problem).
| det duala problemet finns det en dualvariabel v; for varje bivillkor i, i det primala problemet.
Skuggpriset for bivillkoret ar det optimala vardet pa denna dualvariabel. Skuggpriserna ges alltsa av
den optimala duallésningen. Eftersom varje dualvariabel har ett teckenkrav (undantaget de fall i vilka
vi har s.k. “fria” variabler) kan vi direkt utldsa huruvida en ékning av bivillkorets hégerled kommer att
innebdra en relaxation eller restriktion.

Notera ocksa att det optimala vardet pa dualvariabeln (d.v.s. skuggpriset) kan tolkas som derivatan

3 , . . . . . .
avzm.a.p. b;, dv.s. v; = ﬁ. Det optimala vardet pa dualvariabeln ar alltsa den marginella
L

féréndringen av malfunktionsvardet (z) vid en férdndring av hogerledet (b;).

Observera att skuggpriset endast galler inom vissa intervall (det som i datautskriften bendamns
”_con.down” respektive ”_con.up”). Detta beror pa att bivillkoret inte langre kan vara aktivt (andra
bivillkor blir mer begrdansande) utanfor detta intervall pd hogerledet. Saledes kan vi bara rakna med
att skuggpriset galler inom detta intervall. Ska man berdkna en férandring som gar utanfor intervallet
maste man darfér ange svaret som ett intervall, dar man utgatt fran att skuggpriset antingen ar 0
eller detsamma utanfor intervallet. Det nya skuggpriset (utanfor intervallet) mdste namligen ligga
daremellan.

Den konstanta

okningen / minskningen av
z géller till man slari ett
annat bivillkor.

Den tillatna dndringen ar
2 < Ab,<85h

intervallet fér denna
hogerledskoefficient &r

2<b, <12 : _conname _con.slack _con.dual _con.down _con.current _con.up :=
1 Villkor1 0 -0.5 -4 2 4
l 2 Villkor2 0 1.5 2 4 12
4\; 6 3 Villkor3 4 0 1 5 1e+20;

Figur 39: Vinster: Skuggpriset gdller enbart inom intervallet. Héger: Datautskriften visar skuggpriset och intervallet. Taget
frén FOS.
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Gradient

Gradienten Vf(x) dr en vektor bestdende av samtliga partiella derivator till
funktionen f(x) och den kan uttryckas som:

9f

dxq

of

axZ

of

dx,

Vf(xl, X3, ...,xn) =

Kommentar: Funktionens gradient ar en vektor som pekar i den riktning dar funktionsvdrdet vixer
snabbast. Den pekar saledes ditat funktionen ékar mest, vilket gor att man far anvanda -Vf{x) vid
minimiproblem (for att fa riktningen ditat funktionen minskar mest). | en geometrisk tolkning kan
man sdga att gradienten ar vinkelrat (normal) mot sina nivakurvor.

Hessian

Hessianen 3 dr en matris bestdende av samtliga partiella andraderivator till
funktionen f(x) och den kan uttryckas som:

*fr  _9*f o2 f

0xZ  0x10x; " 9x,0x,

o*f  0*f 92 f
H (X1, X5, o, Xp) = V2f(x) = 0x,0x;  9xZ 77 0xp0x,

0 o ¥
0x,0x; 0x,0x; ~ Ox?

Kommentar: Hessianen kan sagas beskriva funktionens krékning och ar alltid symmetrisk. Hessianen
avslojar saledes om funktionen ar (strikt) konvex, (strikt) konkav eller ingetdera (se satsen Hessianen,
Egenvdrden & Konvexitet). Information om detta fas genom att antingen rakna ut dess egenvarden
eller genom att understka dess ledande underdeterminanter.

Riktningsderivata

Riktningsderivata for funktionen f(x) i riktningen d skrivs som Vf (x)"d.

Figur 40: Riktningsderivata, samt ascent- och descentriktning. Taget frén FO7.

Kommentar: Riktningsderivatan kan ses som en partiell derivata, men i riktningen d.
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Forsta ordningens Taylorapproximation

En férsta ordningens Taylorapproximation av funktionen f(x) omkring punkten
x® ges av

f@) = F(x%0) + 7f(x®) (x — x)

Andra ordningens Taylorapproximation

En andra ordningens Taylorapproximation av funktionen f(x) omkring punkten
x5 ges av

() = F(x®) + 7£(x®)" (x = x09) + 2 (x — x9) 20 (2 (x — x)

Kon
En kon C som spdnns upp av vektorerna hy, h,, ..., h bestdr av alla vektorer y
som kan skrivas som en icke-negativ linjdrkombination av vektorerna h;, i = 1,...,s
—det vill sdga:
S
C=[y:y=2aihi, a; =0, i=1,..,s
i=1

Exempel: y=ah +ah,, a.a,=0

1/2h,

Figur 41: En vektor y innanfér konen som spdnns upp av hl
och h2. Frén FOS.
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Satser

Konvexitet

Hessianen, Egenvarden & Konvexitet

Antag att f(x) dr en tva gdnger deriverbar funktion definierad pa en konvex méngd
X. Da gadiller att:

f(x) dr en konvex funktion pd X om 3 dr positivt semidefinit for alla x € X. Detta
gdllerda A, = 0,...,4, = 0.

f(x) dr en strikt konvex funktion pG X om H dr positivt definit for alla x € X. Detta
gdllerda A, > 0, ..., 4,, > 0.

f(x) ér en konkav funktion pd X om 3 dr negativt semidefinit for alla x € X. Detta
gdllerda 1, <0,...,4, <0.

f(x) dr en strikt konkav funktion pd X om 3 dr negativt definit fér alla x € X.
Detta gdller dé A, < 0, ..., 1, < 0.

f(x) dr ingetdera om H dr indefinit (varierande tecken paG A).

Kommentar: Hessianens egenvarden kan alltid anvandas for att bevisa att funktionen ar konvex eller
konkav. Det kan dock vara lite omstandigt, sa det ar ingen dum idé att kdnna till de s.k. ledande
underdeterminanterna som definieras nedan.
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Ledande underdeterminanter

H dr positivt definit om och endast om
det(hq) > 0, det(h,) > 0, ..., det(H) > 0.

I dr negativt definit om och endast om
det(hy) < 0,det(hy) > 0, det(h3) <O0...
(Observera det alternerande teckenkravet, med bérjan pd negativt).

WS O 1 &

, )

:: x> 1 ax,dx, ' ox,0x,

| .

S B

| ox,0x, x> 1 ax,ox,

P S P2
*>f  of of
dx,0x,  dx,ox, x?

Figur 42: Ledande underdeterminanter. Taget frén FO6.

Kommentar: Ledande underdeterminanter sdger enbart nagon om funktionen ifall den dr strikt
konvex eller konkav. | andra fall ar det vardeldst. Det ar dock en ganska snabb och smidig metod, som
oftast ar enklare att anvanda an egenvardena.

Sammansatta funktioner (konvexitet)

Lat h(y) och g(x) vara konvexa funktioner och It dessutom h(y) vara en icke-
avtagande funktion. Da ér den sammansatta funktionen f(x) = h(g(x)) en konvex
funktion.

Exempel: Funktionen f(x) = e2X1+X5 zp konvex, ty g(x) = 2x? + x2 ar konvex (studera hessianen)
och h(y) = e” ar konvex och icke-avtagande.

Linjarkombinationer

Om f1(x), f2(x), ..., fp(x) dr konvexa funktioner och vi har ; = 0, i = 1,...,p G &r
dven f(x) = XI_, Aifi(x) en konvex funktion.

Kommentar: Summan av konvexa funktioner ar konvex.
Konvex mangd

Mdngden X = {x : g(x) < b} dr en konvex mdngd om funktionen g(x) dr en
konvex funktion.

Kommentar: For att avgéra om ett bivillkor (eller en mangd) ar konvext undersdker man funktionen
precis som ovan. For denna géller samma regler som for malfunktionen, d.v.s. i avseende t.ex.
sammansatta funktioner o.s.v.). Observera dock att det bara ar vissa omraden som &r intressanta. En
icke-konvex funktion kan vara konvex pa det intressanta omradet, t.ex. i In(x) < 2.
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Snittet av konvexa mangder

Lét X4, X5, ..., X, vara konvexa méngder. Dad dr dven snittet X = X1 N X, N, ...,N
X, av mdngderna en konvex méngd.

Figur 43: Snittet av konvexa mdngder ér en konvex méngd. Taget frén FO7.

Kommentar: Aven ett snitt av icke-konvexa mangder (eller en kombination av konvexa och icke-
konvexa mangder) kan vara konvex (pa vissa omraden). Saledes kan vi inte dra slutsatsen att snittet
ar icke-konvext bara utifran att studera de enskilda bivillkoren for sig, utan i det fallet da vi har icke-
konvexa delmangder s& maste vi analysera vidare. | den héar kursen gors det enklast genom en grafisk
analys av mangderna.

§

Figur 44: Snittet av tvd eller flera icke-konvexa méngder kan vara konvext. Taget frdn FO7.

Linjarprogrammeringens fundamentalsats

Antag att det tilldtna omrddet X till ett LP-problem dr begrdnsat och icke-tomt
(det existerar en begrdnsad optimallésning till LP-problemet). Da gdiller att

maximum/minimum av mdélfunktionen c” x antas i en extrempunkt x®) i X,

Kommentar: Satsen sager att optimum i ett LP-problem ligger i en av det tillatna omradets
hoérnpunkter. Detta kan man utnyttja i en I6sningsmetod. Detta beror pa att LP-problem alltid ar
konvexa.

Dualitet
Den duala funktionen

Fér ett minimiproblem dr den duala funktionen en konkav funktion. Fér ett
maximeringsproblem dr det duala problemet en konvex funktion.
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Svag dualitet (1)

Antag att X dr en tillaten Iésning till det primala problemet (P) och att D ér en
tillaten I6sning till det duala problemet (D). DG gdller det att ¢Tx < bTD.

Kommentar: Detta innebar att en tillaten 16sning i det ena problemet alltid ger en optimistisk
skattning av det optimala malfunktionsvardet i det andra problemet.

Bevis: Vi utnyttjar att det for tilldtna I6sningar v géller att ¢ < A*w och att det for tilldtna I6sningar x
géller att Ax < b. D3 fas:
c'x < (AD)x = pTAx <9"h

Optimalitetssats i primal och dual

Om X och ¥ dr tilldtna I6sningar till (P) respektive (D) och ¢TX = bT®, sé ér X och
v optimala lésningar till respektive problem.

Stark dualitet

Om endera (P) eller (D) har en begrénsad optimallésning sé har dven det andra
problemet en begrinsad optimallésning. Dessutom gdller dé att: cTx = bT9.

Kommentar: Med hjalp av denna sats racker det att hitta optimum i ett av problemen (det primala
eller det duala) och sedan bara hitta motsvarande punkt i det andra problemet. Det géller dven att de
optimala malfunktionsvardena i respektive problem ar lika.

Komplementsatsen

Antag att X och U dr tilldtna I6sningar i (P) respektive (D). Da dr X och ¥ optimala
I6sningar till respektive problem om och endast om komplementvillkoren
T (b — AX) = 0 0chX T (A% — ¢) = 0 dr uppfyllda.

Dualsatsen

Antal att xg = B~1b dr en optimallésning till (P). DG ér B = c5B~1 en
optimallésning till (D) och z* = w*.

Svag dualitet (Il, Lagrangedualitet)

Antag att x* dr en optimallésning till ett ickelinjdrt problem (ILP). For varje v = 0
gdller det att h(v) < f(x").

Kommentar: Satsen sdger att h(v) alltid ar mindre dn funktionsvardet for den ursprungliga
funktionens optimalldsning. Saledes ter det sig naturligt att vi vill maximera h(v) for att pa sa satt
hitta optimalldsningen i det ursprungliga problemet. Observera att detta galler for minimiproblem.
h(v) bor i det generella fallet betraktas som en optimistisk skattning, d.v.s. att h(v) = f(x*) i ett
maximeringsproblem, varpa vi istallet vill minimera h(v).

Notera att om f(x) ar konvex och samtliga bivillkor definierar en konvex mangd sa géller stark
dualitet, d.v.s. att h(v") = f(x*). | det icke-konvexa fallet &r det vanligt med ett s.k. “dualgap”, d.v.s.
att h(v*) < f(x™) for ett minimiproblem och tvart om for ett maximiproblem.
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Obegransad optimering
Optimalitetsvillkor (obegransad optimering) |

Ett nédvdndigt villkor fér att det obegrdnsade problemet min f(x) ska ha en
optimallésning i punkten x* dr att den dr en stationdr punkt, d.v.s. att Vf(x) = 0.

Kommentar: Om det inte ar en stationar punkt kan det inte vara en optimall6sning. Att det ar en
optimalldsning implicerar att det ar en stationdr punkt. Observera dock att detta endast galler for
obegréansade problem. Begransade problem kan ha sitt optimum langst omradets rand.

Optimalitetsvillkor (obegransad optimering) Il

Ett tillréickligt villkor fér att det obegrénsade problemet min f(x) ska ha en
optimallésning i punkten x* dr att den dr en stationdr punkt, samt att funktionen
dr konvex.

Kommentar: Om man for en konvex funktion hittar en stationar punkt sa kan man dra slutsatsen att
detta ocksa ar en optimalldsning till problemet. En stationar punkt till ett konvext problem mdste
vara optimal.

Optimalitetsvillkor (obegransad optimering) Il

Ett tillréickligt villkor for att det obegréinsade problemet min f(x) ska ha ett lokalt
optimum i punkten x* dr att den dr en stationdr punkt, samt att hessianen i
punkten x* dr positivt definit.

Kommentar: Om Hessianen ar positivt definit for en stationar punkt vet man att punkten ar ett /lokalt
optima (fér minimiproblem, maximiproblem kraver analogt en negativt definit hessian).

Ovrigt
KKT-villkor (optimalitet)

Antag att det finns en punkt x* som uppfyller KKT-villkoren. Om problemet dr
konvext sa dr x* bdde ett lokalt och globalt optimum.

Kommentar: For konvexa problem kan vi alltsa anvdanda KKT-villkoren for att avgéra om en given
punkt ar optimal.
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