Linjar algebra - TATA31 (del2)

0 - Allmént

Foljande delar behéver man kunna utéver avsnitten som beskrivs senare i dokumentet.

e Matrisekvationer och Gauss-elimination
0 Parameterform
e Allmant om vektorer
0 Raknelagar
0 Komposantuppdelning
0 Ortogonalprojektion
e Teori om linjer och plan
e Réaknelagar for matriser
0 Addition & Multiplikation
0 Invers
0 Transponat
0 Enhetsmatrisen
e Determinanter
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1 - Vektorrum

1,1 - Vektorrum
Vektorrum innebar helt enkelt ett rum dar vektorer bor: En mangd vektorer. For vektorer i ett
vektorrum galler tva regler:

Definition Forklaring

uvevV = u+t+vev Adderar man tva vektorer blir summan en vektor som finns i
rummet

AERUEVAuEV Multiplicerar man en vektor med en konstant blir tillhér den
nya vektorn fortfarande mangden.

Vektorrum beskrivs vanligen som héljen eller som lésningsrum.

3 2 4
.V = 4. _ _ _ — Nl — 1 0 0
Exempel: V = {x € R*: x; — 3x, — 2x3 — 4x, = 0} = |e , e e
\ v J 0 1 0
\L 0 0 1
\ J
X
Vektorrummet V Villkor som galler Alla vektorer som finns i vektorrummet kan
bestar av vektorer for alla vektorer i bildas genom kombination av dessa vektorer.
x som finns i R* vektorrummet. Kallas ett hélje. Bestar av baser for rummet.
(Obs! Ej nédvéndigvist ON-baser, se avsnitt 2,1.)

Beroende av situation och uppgift ar det gynnsamt att beskriva vektorrummet pa ett visst satt.
Nedan beskrivs hur man ”byter form” pa vektorrummet.

Fran losningsrum till hélje och tillbaka...
Exempel: Beskriv foljande vektorrum som ett hélje: V= {x € R*: x; — 3x, — 2x5 — 4x, = 0}

Vektorrummet bestdr av alla vektorer som uppfyller villkoret x; — 3x, — 2x3 — 4x4 = 0. Nu ska vi ta
reda pa vilka vektorer som skapar vektorer som uppfyller villkoret. Detta gérs genom parametrisera
ekvationen:

Xy —3Xy; —2X3 —4x, =0 © x4 = 3x, + 2x3 + 4x, =

X1 3xy + 2x3 + 4x, 3r+2s+4t 3 2 4

X2 r r 1 0 0
= = =r +s +t

X3 s s 0 1 0

X4 t t 0 0 1

Alltsa: Med dessa tre paramterar kan man skapa alla vektorer som stammer in pa villkoret. Detta blir
da baserna som spdnner upp héljet for vektorrummet.

Svar:V={x € R*:x; — 3x, — 2x3 —4x, = 0} = |e

OO = W
OrRr ON
— O O B
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Exempel: Beskriv vektorrummet som ett I6sningsrum: V = |e e = [vyq, Vg, V3]

2
,eO
1
0

SO R, W
—_Oo O B

Nu vet vi baserna av vilka vi kan skapa vektorer som ingar i vektorrummet. Vi vill alltsa hitta ett villkor
for dessa vektorer. Detta gors genom att stalla upp en matrisekvation.

Teori: Alla vektorer i vektorrummet kan skapas genom de tre vektorerna som spanner upp hoéljet. En
godtycklig vektor v kan alltsa skapas genom kombination av v, v, och v;. Detta ger ekvationen:

MV +2A v +A3v3 =V

X1
Den godtyckliga vektorn v kan uttryckas v = iz . Detta gor att vi kan stalla upp féljande
3
X4
matrisekvation:
324\ g Xy @ 32 41X\ 40 0 0p%; — 3x; — 2x3 — 4x,
100 1=(*2 ] é 100[*¥2)_(100 X3
010/\; X3 01 0|3 010 X3
001/ V3 X4 (=) 00 1lx4 001 X4

For alla vektorer man kan skapa med baserna géller alltsa villkoret x; — 3x, — 2x3 — 4x, = 0, vilket
motsvarar villkoret for I16sningsrummet.

2 4
.V = 0 0lf= 4., _ _ _ _
Svar:V=|e , e 1 e 0 = {x € R*: x; — 3x, — 2x5 — 4%, = 0}
0 1

SO kL W
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1,2 - Linjart beroende/oberoende

N&r man pratar om mangder och héljen ar den centralt att titta pa om vektorerna ar linjért beroende

eller linjéirt oberoende. Vektorer som ar linjéirt beroende kan uttryckas med varandra, vilket inte gar

med vektorer som ar linjéirt oberoende.

Definition

Forklaring

Vektorer ar linjéirt oberoende om beroendeekvationen
MVvi+ A v+ o+ A v, =0
endast har den triviala I6sningen
Mh=4=.=1,=0

Om beroende ekvationen ar fler |6sningar ar vektorerna
linjéirt beroende.

Podngen med beroende ekvationen ar att se om det
finns flera mojligheter att skapa nollvektorn.

Om den enda mojligheten att skapa nollvektorn ar att
alla vektorer ar noll innebar det att vektorerna ar
linjdrt oberoende da ingen kan uttryckas med nagon
annan.

Om det ar mojligt att skapa nollvektorn som en
kombination av de olika vektorerna ar vektorerna
linjart beroende.
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2 - Euklidiska rum

Ett euklidiskt rum ar ett reellvart vektorrum dar en skalarprodukt ar definierad.

2,1 - ON-baser

For att baser ska kallas ON-baser maste de uppfylla tva kriterier:

e Vara ortonormala till varandra
e Halangden (absolutbeloppet) 1.

Gram-Schmidts-Ortogonaliseringsprocess
Exempel: Bestam en ON-bas till vektorrummet V = {x € R*: —x; + 3x, + 2x3 + 4x, = 0}. Fyll
darefter ut till en bas for hela R®.

Forst skriver vi om I6sningsrummet till ett holje av vektorer. Dessa vektorer ar baser for
vektorrummet, men inte nédvandigtvis ON-baser.

—Xq + 3%, +2X3 +4x4 =0 © x4 = 3%, + 2x3 +4x, =

X1 3x, + 2x3 + 4x4 3r+2s+ 4t 3 2 4
Y2 )= r = r =r[ L +s(0)+¢[0)=
X3 s s 0 1 0
X4 t t 0 0 1
3 2 4
V= |e (1) ,e (1) e 8 , Vilket ar baser for vektorrummet. Med dessa vektorer kan man skapa
0 0 1

alla vektorer som uppfyller ekvationen fran I6sningsrummet. Baserna ar dock inte ortonormala. For
att bestdmma ON-bas foér vektorrummet anvdander man sig av Gram-Schmidts
ortogonaliseringsprocess.
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Steg Utrdkning
I. Normera 3 3
Vi viljer den forsta w=elllsf = Lell
1 1
vektorn fran holjet och 0 Vio "\ 0
normerar. 0 0
Il. Fyllut V,=1f] = V,=[f,u,]

Vi véljer nasta vektor
och "fyller ut” det vi

redan har.

lll. Projicera 2 3 3 3 3
Projicerar u, pa f; for u — (W IEf, = | e 0 L e 1 1e 1 _%e 1 _3e 1
att f3 den parallella 2y, = (U2l 1) vio {o)|vio \o] 10 \0 0
strackan. 0 0 0 0 0

IV. Subtrahera 2 3 10 9 1
Anvander sambandet U —u—u, =e 0 _3e 1)_1 e 0 e 3 —le -3
u=u; +u forattfa | - ! 1/ s \o) 5| \5 0 5
det ortonormala 0 0 0 0 0
komplementet.

I.  Normera 1 1

1o -3 L a3
u, =ce c =>f, = N c
0 0
Il.  Fyllut Vo, =[fy,u] = Vi =[f;, ) us]
lll.  Projicera us e ) = (Uslf)f + (U3|f2)f2 =
) el ) )
0). 1 (1)) ! 0). L (-3} Le[-3)_
e<0 N 0 N 0 +]e 0 —e p —e e |=
1 0 0 1 0 0
3 / 3 1 \
10 \ 0 35 5 s{2710 tse 5
0 0 \ 0 0 /
/ 9/2 1/7 \ 65/14 65 13
4 3/2 —-3/7 _4,(15/14 | _ 4+ [15)_2 3
s el o) te 5/7 | =3¢ 10/14 |~ 70\ 10) " 7%\ 2
\ 0 0 / 0 0 0
IV. Subtrahera 4 13
u =u;—u —el0)-2e( 3 |=
31[fyfo] 3 3|1[f1.f2] 0 7 2
1 0
28 26 2
el O] el © N
7 0 4 7\ -4
7 0 7
I.  Normera 2 2
_1.]1-6 -1 o6
u; =-e 4 = f3 = —e _4
7 7

Obs! Kontrollera att vektorerna ar ortonormala mot varandra (skaldrprodukten ska vara noll).
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2,2 - Minstakvadrat-metoden
Minstakvadrat-metoden ar en I6sningsmetod for ekvationer utan l6sningar, med andra ord: Man tar
fram den basta mojliga 16sningen (approximationen).

Definition: Minsta kvadrat |6sningen till ekvationen AX =Y ges av A'AX = A'Y

Betydelse: Ger de virden dir |eY — eAX| blir sa litet som mojligt. (Jamfér: AX =Y © AX —-Y =0).
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Modellproblem
Minstakvadrat-metoden kan anvandas for att approximera en linje/funktion utifran data, da
metoden ger [6sningarna som stdmmer bdst 6verens med kriterierna.

Exempel: (Uppgift 6,4,5 i hiftet) Ange den andragradskurva y = ax? + bx + ¢ som i minsta-
kvadratmening bast ansluter till vardena i tabellen.

X -2 -1 0 1 2
y 2 1 1 2 3
Losning:

1. Uttryck y enligt X -2 -1 0 1 2
funktionsmodell y 2 1 1 2 3
en. ax?+bx+c| 4a—-2b+c a—b+c c a+b+c 4a+2b + c

2. Still upp /4a—2b+c\ /2\ /4 -2 1\ /2\
matrisekvation. a—b+c 1 1 -11}/a 1

¢ |=|1]=lo o 1|(b)=|1|
a+b+c 2 1 1 1]/ \c 2
\4a+2b+c/ \3/ \4 2 1/ \3/
AX =Y
L6s med AtAX = AtY
minstakvadrat- 4 -2 1
metoden 1 -11 4 1 0 1 4
A=10 0 1 At=<—2 -1 0 1 2)
1 1 1 1 1 11 1
4 2 1
4 -2 1
4 1 01 4\(1 -11 34 0 10
A"A=<—2 -1 0 1 2> 0 0 1 =<0 10 0)
1 1 11 1 1 1 1 10 O 5
4 2 1
2
4 1 0 1 4 /1\ 23
Aty (—2 -1 0 1 2>I1|=<3>
1 1 111 \2/ 9
3
34 0 10\ ,a 23
AtAX=AtY<:)<O 10 0><b>=<3)=>
10 0 5/ \c 9
34 0 10]23 14 0 0|5 70 0 0125 70 0 0125
<0 10 O 3>~<0 10 03>~<0 70 0 21>~<0 70 O 21)
10 O 519 10 0 519 70 0 35163 0 0 35138
70 0 0125 a 25
(0 70 0 21):(19):%(21)
0 0 70176 c 76
4. svar: = (zsx +21x + 76)
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Minsta avstand-problem

Da minstakvadrat-metoden ger ndrmaste l6sningen till en ol6slig ekvation kan den anvéandas for att

ta fram den minsta avstdndet mellan tva vektorer/plan/vektorrum som inte skdr varandra. 1dén &r att

man staller upp en ekvation om att de ska skara varandra, och genom minsta kvadratmetoden far

man fram det minsta avstandet (basta mojliga 16sning).
Exempel: (Uppgift fran tenta 2012-08-18, uppgift 4).
Lat v = (3,2,1,4, —2) och 13t U vara I8sningsrummet till ekvationssystemet

{x1—2x2—3x3+x4+x5=0
33 —x5=0

Bestdm (minsta) avstandet mellan v och U, dvs. mingey|v — u|

Teori: Idén ar att stalla upp en ekvation som skulle innebéra att v finns i I6sningsrummet. Ekvationen

blir ol6slig (v finns ju inte i I6sningsrummet) men genom att I6sa problemet med minstakvadrat-

metoden far man fram den basta méjliga anpassningen, med andra ord v,

avstandet, minyey|v — u|, ar v:s ortogonala komposant mot U: min,cy|v —u| =
kan ta fram genom sambandet v = Vily + v,y (komposantuppdelning av vektorer).

. Det minsta mdjliga

|v,yl, vilket man

Losning:
Skriv om X1 2%y + 3xX3 — X4 — X5 2r+3s—t—3s 2 0 -1
16sningsrummet till X2 r T 1 0 0
ett hélje av baser X3 | = s = s =r|{o|+s{1]|+t] O
(parametrisera). X4 t t 0 0 1
Xs 3x3 3s 0 3 0
2 0 -1
A (3
=> U=le|lo|,el1]|,el o = [uy, uy,us]
0 0 1 J
0 3 0

Stall upp ekvation
enligt idén.

Idé: Om v hade funnits i ldsningsrummet hade det kunnat skrivas som en
linjarkombination av baserna:
2,1“1 + Azuz + ).3“3 =V
Ekvationen saknar I6sningar, men genom minstakvadrat-metoden far man basta maojiga
anpassning:
Aqug + Apu; + Az3ug = vy (= v anpassat efter U)

Stall upp ekvationen i
matrisform.

A6V () ()

Aqug + uy +zuz=ve A |0 [+22] 1 [+ 23]

U DA

2 0 —1 3

10 0 |/4 2

01 0 (/12>= 1

00 1 |\a 4

03 0 -2

AX=Y

Los ekvationen med /2 0 —1\
minstakvadrat- 10 0 2 1 0 0 O
metoden. A=|01 0 | A‘=<o 010 3)
Eftersom systemet dr \0 0 1 / -1 0 01 O
olésbart, vektorn v 03 0

ligger ju inte i
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lésningsrummet.

Svaret kommer ge
koefficienterna till en
linjérkombination
som beskriver v y.

o

2 1 0
(O 1

-1 0 O

AtAX =AY & (

5 0
0 10
-2 0

30 0 —12]48
(O 2 0 ]-1
0 0 6121

A 3
() G)
A3 21/6

5 0
0 10 O
-2 0 2

-2
0

8
_5>~
211

30 0 0
>~(0 2 0
0 0 6

0 —4|16 10 0 —4|16
10 O0|-5|~({ 0 10 O0]|-5]=
0 101 5 0 0 6121

5. Taframy)y /2 0 _1\ /6 21/6\ /15/6\
M 10 0
Vg = (ug +uy +uz) | 1; =lo1 o | 1/2 = -1/2 |=|-12|e
A3 \o 0 1/ 21/6 \ 21/6 / \21/6/
03 0 -3/2 3/2
15
et
w=3|
°| 21
-9
6. Taframv,y Vig=VvV—Vjy e
B AN A AN I GAT A
2 18 12 18 -6 -2
vi=| 1 |-z -3 |=2|| 6 |-|-3||=3%] 9 |=3] 3 |
\%) 5 W \S)) S )
-2 -9 -12 -9 -3 -1
7. Berdkna avstandet: 1
minyey|lv—u| = —2 1 1
vyl mingey|v —ul| = vyl =53] 3 =-\/1+4+9+1+1—E\/E=E'4=2
1
-1
8. Svar: mingey|v—u| =2
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3 - Linjara avbildningar

3,1 - Linjdra avbildningar

Syfte

En linjar avbildning innebar att man foréandrar nagot efter ett givet villkor. Linjart innebar att allt ar

proportionerligt. Linjara avbildningar kan t.ex. vara

e  Forstorning/Férminskning

e Spegling
e Vridning

Linjar avbildning kan t.ex. och vara att man tittar pa ett fatal riktningar av en vektor, t.ex. att man

endast vill se hur en rat linje ror sig i x-led.

Matriser

Linjara avbildningar brukar beskrivas som vektorn multiplicerat med en avbildningsmatyris.

F(u) = Au

Avbildningsmatrisen anger hur vektorn kommer att avbildas. Kolonnerna i matrisen star for vad

avbildningen gér med respektive basvektor.

Exempel: F: R? - R?

A= <F(31) F(eyz) F(e3)>

Avbildning Matris Vektorn u (bld) | Avbildade vektorn, F(u) (grén)
Identitetsavbildning A= (1 0) - R
(avbildar en identisk vektor) 0 1
Skalning: Tva ganger i alla A= (2 0)
riktningar. 0 2
Rotation med vinkeln a (COS a —sin a)
sina  cosa a

Projektion pa x-axeln A= (1 0) Lv

0 0

—>
NE=le (7))
vele ()]

Projektion pa y-axeln A= (0 0) T

0 1
Spegling i x-led: A= (1 0 )
Alla y-koordinater 0 -1
multipliceras med —1
Spegling i y-led: A= (—2 0)
Alla x-koordinater 0 1
multipliceras med —1
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Riknelagar linjar avbildningar

Definition Forklaring

Flu+v)=FQ)+F(v) Den linjara avbildningen av summan av tva vektorer &r samma som
summan av den linjara avbildningen for vektorerna var for sig.

Anvandbart knep om man behover dela upp en vektor och ta fram
avbildningen i tva steg.

F(Au) = AF(u) Linjara avbildningen for en konstant ganger en vektor &r samma som
konstanten ganger avbildningen for vektorn.

Om man tanker geometriskt ter sig lagen ganska logisk.

3,2 - Basbyten

GivetattT = (fl f; f3> ges sambanden

o f=eT
o X,=TX;

Obs! For att stalla upp transformationsmatrisen behovs att basen f uttrycks i basen e.

Exempel: f; = e (i) ,fy = e( 21). Ange vektornv = e (5) i basen f.

4

1. Tafram transformationsmatrisen: = T = (f 1 f2> — (i —21)

2. Anvind bas-sambandet:f =eT © T l1=elT 1o =171

3. Ta fram inversen till transformationsmatrisen: T~1 = %(_21 ;)

4. Sattin uttrycket: v =|E|(z) =(z) = f%(_zl ; (z) = f%(_lé):fz) = f%(iz;) = (_21)

Svar:v=f (_21)
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3,3 - Viarderum och nollrum

Definition

Forklaring

F:U-V

N(F) ={u€ U:F(u) = 0}

Alla vektorer som blir noll efter att de avbildas.

V(F)={F(u) € V:u e U}

Alla vektorer som far ett varde efter att de avbildas.

dimN(F) +dimV(F) = dimU

Dimensionen for nollrummet plus dimensionen for
varderummet motsvarar dimensionen for vektorrummet (dar vi
startade).

Med andra ord:

Nollrummet bestar av vektorer som uppfyller ekvationen AX = 0
Varderummet ar alla vektorer som uppfyller AY = X

Exempel: (Uppgift fran boken). Bestam nollrum och viarderum for den linjara avbildningen

F:R* > R*
1 4 5 6
-1 0 -1 -2
2 3 5 7
Nollrum bestams: AX = 0 Varderum bestims: AY = X
1 4 5 6|0 1 4 5 6%
3 =21 410 3 =21 4|x
-1 0 -1 -2{0 -1 0 —1 -2|xs3
2 3 5 710 2 3 5 71X
31 4 5 610 *1 1 4 5 60 X1 14 5 6|0 X1
3 =21 4|0 x2|_[0—14 —14 —14[0 *2— 3% 05 5 5[0 2X1—X4
-1 0 -1 -2[0 =3 0 4 4 4|0 *¥3tx 04 4 4|0 X3tx
2 3 5 710 X 0 -5 =5 =510 x4—2x; 0 14 14 1410 3x; —x;
14 5 60 X1 14 5 60 X1
05 5 5[0 2a—%X | (@05 5 5[0 2Xx1—X |
0 20 20 20{0 S5¥3+5x 0 20 20 20{0 53 +5x;
070 70 7010 15x; — 5x, 0 70 70 7010 15x; — 5x,
14560 X1
0555|0 2%1 — X4
00000 _3x1+5x3+4x4
0000l0 —13x; —5x, + 14x,
Nollrum Véirderum
14560 14560 *1
05550 ) 0555|o 2X1 — X4 R
0000|0 0000|0 —3xq + 5x3 + 4x,
0000l0 0000/0 —13x; —5x, + 14x,
X1 —4x2 - SX3 - 6X4
X = iz = X3 T Xy = Ekvationer som ska gdlla fér att vektorn ska anta ett
xi i vdrde efter avbildningen.
—s — 2t -1 -2
X =St og| T+
S 1 0
t 0 1
-1 -2 — —
_1 1 Svar: V(F) — {X € R4: gxl + gx?, + 4X4 _00}
Svar: N(F) = |e ,e ,dimN(F) =2 —13x; — 5x; + 14xy =
é dimV(F) =2
1
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Matrisframstillning
Ibland nar man staller upp matrisen for en linjaravbildning blir man lite lurad av skrivsattet.

Exempel: (Uppgift fran tenta 2012-08-18, uppgift 5).
Den linjdra avbildning F: R* - R* definieras av

F(x1,X5,%3,%4) = (X1 + 3% + 4x3 + X4, X5 — X4, X1 — X3 — X4, 2X5 + 3X3 + X4)
Bestam F:s matris i standardbasen och bestam bas och dimension for noll- respektive varderum.

Losning: FOr att stdlla upp matrisen tittar vi och jamfér med definition for en linjar avbildning:

x]_ x1 3x2 4'X3 X4_ 1 3 4 1 xl

— X2 | _ X2 X4 |_(0 1 0 -1 X2
F(u) =Au= F X3 | X1 —X3 —X “\1 0 -1 -1 X3
x4 2x2 3.X3 x4 O 2 3 1 ‘x4

Nollrummet erhalls av I6sningarna till ekvationen AX = 0. Varderummet bestar holjet som spanner

upp matrisen.

1 3 4 1 X1 0 1 3 4 10 1 0 -1 —-130
_ 01 0 -1 X2\_ [0 01 0 —-1(0}_ _({0 1 0 -1/0
AX=0=17 0 -1 —1flx/=\o)>\1 0 =1 Z1lo)™ " lo 0o 1 1]
0 2 3 1 X4 0 0 2 3 110 0 0 0 0olo0
X1 0 0
X = iz =t |=t 1 , vilket da ar en bas for nollrummet.
3 —t -1
X4 t 1

Varderummet bestar av matrisens holje. Fran lIosningen ser man att det finns ett 16jligt element. Beroende

ekvationen ger: Ou; +u, —uz; +uy, = 0 © uy = —u, + uz, dvs. u, ar ett 16jligt element.
1 3 4

Varderummet blir da héljet avuy, uy,us: V(F) = |e (1) e (1) e 01
0 2 3
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4 - Spektralteori

4,1 - Egenvirde och egenvektorer

Definition
u ar en egenvektor om F(u) = Au, En egenvektor blir efter en avbildning sig sjéalv ganger
dar A kallas egenvektorns egenvdrde. en konstant; med andra ord forlangd eller férkortad.

Sekularpolynomet: det(4A — Al)

Sekularekvationen: det(A — A1) = 0

Sekularekvationen anvands for att berdkna
egenvardena for en matris.

Foljdsatser:

e Har en matris A till funktionen F lika manga olika egenvarden som vektorrummet har

dimension blir:

O Egenvektorerna linjart oberoende ratt antal, alltsa en bas.

0 Funktionen F diagonaliserbar.

e Om matrisen A till funktione F &r symmetrisk ar egenvektorerna till egenvardena ortogonala.

0 F ar symmetrisk & Det finns en ON-bas bestaende av egenvektorer till F

Exempel: Bestdm egenvektorer och egenvarden till matrisen A = (_21 _1)

2

1. Stall upp och l6s
sekularekvationen.

det(A— A1) = 0 = |2_‘1'1
2-DVD2-A)-(-1x-1)=0e
4—41+ 2 —1=2-41+3=0-DA-3)=0 & {

A=
A=

1
3

2. Los ekvationerna

A-ADX=0

> ?Az_lll)x =0 (2—_11 2_—111| 8) - (—11 _11| 8) - ((1) _01| 8) =
X=,=t (1)
Egenvektor till egenvirdet A =1dr u; = e (i)

> )EA=—331)X =0 (2__13—t 2_—13_§) - (:i :1 8) - (_01 _()1| 8) =
X=¢= t( 1 )
Egenvektor till egenviardet A = 3 dru; = e (_11)

3. Kontroll. Kontroll, A = 1.

Per definition ska

egenvektorn ganger
matrisen bli sig sjalv
ganger en konstant.

P =au=(5 5)()= (—21_+12) = (1)
rw-m=C, D=0

Svar: Egenvektorerna ar e (1) oche (_1).

1

Anmadrkning: Da matrisen A ar symmetrisk ar egenvektorerna ar ortogonala.
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4,2 - Matrispotenser
Matrispotenser ar i regel bokiga att berdkna. De enda matrispotenser som ar rimliga att berdkna ar

de diagonala.

OmA= (a b)sé’lblirA" = (an b”)

For att kunna berdkna matrispotenser ar malet att skriva om matrisen till en diagonalmatris. Detta

gors i regel med hjalp av egenvdrden. Foljande samband galler:

Ao =TAT! & A =TAMT L

Exempel: (Exempel 8.2.10 fran boken).

(=14 12
A_(—zo 17

). Bestam A*7.

Teori: Genom att berdkna egenvarden och egenvektorer kan man ta fram en diagonal matris i basen

f. Transformationsmatrisen T stalls upp med baserna. Obs! Alla matriser ar inte diagonaliserbara, da

blir det problem...

Losning:

Berakna egenvarden
for matrisen.

~ —14—-1 12
dettA—AH)=0>=> 20 17 -2

(-14— D17 -2) — (-20x12) = —238—-31+ 124240 =0 &

|=0=>

P=31+2=1-DA-2)=0 & {:11:;
Berdkna
egenvektorer:
G G IR A S D
y=4t/5_ (4)
t 5
Egenvektor till egenvirdet A = 1arf; = e (g)
A LN G N G N Gl
y=3t/4_, (3)
t 4
Egenvektor till egenvirdet A =2 arf, = e (i)
Stall upp

transformationsmatri
sen och dess invers.

T = (f, f2)=e(§ i)

T = 1(:15 (—45 _43) - (—45 _4-3)

Stall upp matrisi den
nya basen.

=5 )= 2

Utfor berdkningen:

AN =TAMT™ = 4 =Ta10 = (2 3 (AT Oy (E s

s 4/\g 207)\5 4
7= D6 )G D)

A47=(4 3)( 4 -3 )=(16—20-247 —12+12-247>
e 5 4/\—5.2%7 4.247 20—20-2%7 —15+4+16-2%
Svar: A47=<16—20-247 —12+12-247)

N 20—20-2% —15416-2%7
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5 - Tillampningar av spektralteorin

5,1 - Andragradsformer

Med medelpunkt i origo | Med medelpunkt (xg,yo)
Cirkel ) ) ) )
Xty =c x—x)"+ @ —y) =c
Ellips
X —Xo\% | (¥~ Yo\ _
G ! (=) (=) =1
Hyperbel ) )
x X = Xo Y= Yo\~ _
G s () (7)) =u
Teckenkaraktir

Nar man ska avgora hur andragradsformer beter sig ar det smidigast att undersoka egenvardena.

Teckenkaraktar Signatur Egenvarden
Positiv definit (1,..,1) Positiva
Negativ definit (-1, ..., -1) Negativa

Positiv semidefinit

1:or, minst en O:a

Nagot positivt, nagot =0.

Negativ semidefinit

-1:0r, minst en O:a

Nagot negativt, nagot =0.

Indefinit

Minst en 1:3, minst en -1:a.

Nagot positivt, nagot negativt.

Nar man arbetar med andragradsformer ar det fantastiskt smidigt att gora ett basbyte. Syftet ar att

lagga koordinatsystemet enligt andragradsformens symmetriaxlar. Detta gors genom att berakna

matrisens egenvarden.

Symmetriaxlar = Egenriktningar

Nar man har skvit om andragradsformen till bas av egenvektorer ges koefficienterna av egenvardena.

Da koefficienterna anger hur kurvan beter sig uppstar foljande samband:

Aminlulz < Q(ll) < Amaxlulz

Likheten galler om u ar egenvektorn till tillhorande egenvarde.

e Minsta vardet ges av det minsta egenvdrdet och erhalls da u ar egenvektorn for

motsvarande egenvdirde.

o Maximala vardet ges av det stérsta egenviirdet och erhalls da u ar egenvektorn for

motsvarande egenviirde.

Obs! For att anvanda knepet krivs det att man vet ett viarde pa |u].

Metod for att berdkna storsta och minsta varde for en andragradsform (givet ett varde pa |u|).

o e wWNRE

Stall upp i matrisform
Berdkna egenvarden

Minsta varde

Berdkna egenvektor for det minsta egenvardet.
Berdkna egenvektor for det stérsta egenvardet.
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Exempel: (Uppgift fran tenta 2011-12-20, uppgift 5). Vilken typ av kurva i R? definieras av uttrycket

Q(xq1,%3) = 5x% + 8xyx, + 5x2 =9

Rita kurvan [...] i férhallande till x;x,-systemet. Ange ocksa koordinaterna, i x{ x,-systemet for de

punkter som ligger narmast origa.

Teori: For att kunna se typen av kurva vill vi se kurvan i férhdallande till dess symmetriaxiar. For att

gora detta staller vi upp uttrycket i matrisform och berdknar matrisens egenvarde och

egenvektorer(just eftersom symmetriaxlar = egenriktningar).

Losning:

Skriver upp uttrycket i
matrisform.

X
Q(xq,x3) = 5x% + 8xyx, + 5x2 = (x1 x)A (x;) =

A= (832 8é2) - (45} ﬁ-f)

Berdkna egenvarden for
matrisen.

detA—AH)=0>=>
G=-DGE-1)—-16=25-101+1>-16=0<

2 _ — (1 — _0) — A=1
2-101+9=A-1(A-9) o@{lzg

|511 si,1|:0‘:’

Berdkna egenvektorer.

a. 1=1

a-px=0 = (0 20~ d0)-6 olo) =

(5)
= e a0 A =10
( 4 5—9|o)~(4 —4|o)~(o olo) =

Definiera ON-bas.

f, =\/i§e(_11),f2 =\/i§e(1)

Skriv om uttrycket.

Da vi har vridit koordinatsystemet efter uttryckets symmetriaxlar innebar det att vi
inte langre behover ta hansyn till férskjutningen (tidigare mittentermen, 8x;x,).
Egenvardena till matrisen motsvarar koefficienterna till kvadrattermerna. Vi kallar
det nya koordinatsystemet for y; — ys,.

Qy,y) =1yf +9y5 =9

Rita kurvan.

Y1 X2
V2

N
N\

Ta fram minsta avstand
till origo.

Enligt figuren ser man att minsta avstanden mellan ellipsen och origo finns da
ellipsen skar y,-axeln, alltsd da y; = 0.

Svara i x1x,-systemet
(basen e).

Q1. y2) =11y12 +9y5 = 9,1yz =0 = 9yi=9oy,=+1f
1 1
f=ge(y) = +5e(y)
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5,2 - Differentialekvationer
Differentialekvation ar ett samband mellan en funktion och dess derivata/derivator.

Metoden &r att

e  Skriva om ekvationen till matrisform
e Berdkna egenvarden/egenvektorer
Clellt

c th) (Forutsatt att det var tvd
28

e Skriva upp losnigen pa formen X(t) = (f; f,) <

ekvationer)

Nedan visas tva exempel: Forst ett dar hela harledningen visas och darefter ett dar endast
snabbregeln visas.

Exempel: (Uppgift 9,4,1 fran boken).

{xll(t) = 4x1(t) — Tx2(8) {x1(0) =8
x3 () = 2x1(8) = 5x2(t) ~ (x2(0) =3

Sida 19 av 22



Losning (fullstandig):

1. Skriv om till b xl'(t)) (4 =7 (xl(t)> _
matrisform. X = (xz’(t) B (2 —5) x (1)) AX(®)
Problemet dr att vi har tva funktioner beroende av tvad variabler vardera, alltsa fér
mdnga variabler fér att kunna lésa. Lésningen innebdr att skriva om det till en bas av
egenvektorer, varav man bortser fran “férskjutningar”.
2. Berdkna 4-21 -7
det(A—AD =0 & | |=0<:>
egenvirden. 2  =5-1
G-ND(-5-1D)-2x-7)=224+1-20+14=0 &
2 (1 _ A=-3
A+1-6=1-2)A1+3)=0 = {/1:2
3. Berdkna
egenvektorer
a. A=-3 443 =7 |0\ _(7 -7]10_(1 -1;0
(A+3DX =0 2 —5+%o) G Zlo)~G olo) =
t=() =)=
b. A=2 4-2 =7 |0\ _(2 -=710\_(2 =70
(A—2DX =0 2 s-2o)~G Zlo)~ @ ole) =

r= () =) =1

Anmadrkning: Tva skilda egenvektorer till en matris med dimension tva innebar att
matrisen ar diagonliserbar.

4. StilluppT och T 1

f=e(1 7)=> T=(1 7) - T_lzi(z _7)_ 1(2 _7)

1.2 1.2 2—7\-1_ 1) —5\-1 1
5. Skrivom till bas av X'(t) = AX(t)
egenvektorer. Y'(t) =AY (t) & Y'(t) = T TATY(t) A =TAT ' & T71AT =
Ag
6. Sattin matriserna / 102 =7\ —-7\(1 7
Y'(t) =— Y(t) &
och multiplicera © -5 (—1 1 )(2 —5) (1 2) ©
ihop. ey _ L (2 =7\(—3 14
=55 7)5 J)ro e
on _1(15 0 /=3 0
ro=%(y _1)'0=0 Jroe
ey _ (—3 0 }’1(t)> _ =3y1(D)
r0=(3 20io)= 2o
7. Koppla isar V() = y1 () = =3y,(t) - y,(t) = Cye 3¢
ekvationerna. —ys (D) = 2y,(b) y,(t) = C,e?t
8. Anvind Y(0)=T"1X(0) & Obs! Fran uppgiften:

begynnelsevillkor:
Byt forst till ratt bas
och berakna
darefter
konstanterna C

- _ x1(0) =8
(O (2 )O-2(D-()  |lew=s
Ce %=1 G =1 o y1(6) =e 3t

Y(0) = =
( ) Czez'o =1 CZ =1 yz(t) = eZt

9. Byt tillbaka till ratt
bas.

eX(t) =fY(t) = f(sz_tgt) =e (1 7) (sz_tgt) = f=e (i ;), se punkt 4.

1 2
e 3t 4 7¢2t
ex(t) =e (e‘3t + 2e2t )

10. Skriv svar.

{x{ (t) = 4x,(t) — 7x,(t) R {xl (t) = e 3t + 7%
x5(t) = 2x1(t) — 5x,(t) ~ lxy(t) = e3¢t + 2e%¢
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Om man tittar tillbaka ser man att I6sningen har formen:

Cleﬂ.lt
Czelzt

X(t) = (f; fz)( ) = CieMtf + et f,

Dar f; och f, dr egenvektorer med egenvardena 41 och 4,. Detta géller alltid.

Exempel: (Uppgift 9,4,3 a) fran hiftet).
Bestam den allmanna I6sningen till differentialekvationssystemet:

{x{ =x; + 4x,
x5 = 2x1 + 3%,

Losning (kort variant):

Staller upp i X'(8) = AX(t) = 1 4\ (%

matrisform. ® ® (2 3) (XZ)

Berdkna egenvarden. det(A—AI) = 0 |1;A 3i/1| — 0>
(1—,1)(3—/1)—8=3—4/1+/12—8=/10 @1
2-a1-5=0-50+D=0= {477

, =

Berdkna

egenvektorer.

a. 1=-1 1+1 4 10y _(2 40y _(1 20 . 2\
(37 341l0)~G dlo)~(o olo)= x=e(5)=n

b. A=5 1-5 4 10y _(—4 4|0y_(1 —-150 A
( 2 3—5|0) (2 —2|0) (0 0|0)=> X_e(l)_fz

Skriv upp matriser. C,eMt 2 1\ [Ce 1t
X(t) = (f; fZ)(Czelzt = X(t)=(_1 1) C,e5t

Svar: 2Cie7t + Cye’t

X(@) =

—Cie t + Cye’t
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6 - Sammanfattning

Formler och samband som &ar skont att kunna utantill...

Formel/Samband | Kommentar
Blandat
f=eT Basbytesformeln.

o detT =1 © Vridning
o detT = -1 © Spegling/vridning

Kontrollera vid framtagning av ny ON-bas.

X, =TX;

Koordinatsambandet.

A, = TAT ™!

Matrissambandet.

v-u
Vil = gz ™

Viiu = Viff] = (VIFDE + (vIf)f;

Anmarkning: Slipper dela pa absolutbeloppet i
kvadrat da f; och f, ar normerade.

vV = V”U + Vig = V”U + V”UJ.

Anvandbart samband.

Lésning till differentialekvationen X' (t) = AX(t):

Cleﬂ.lt
Czelzt

X(t) = (f; fz)( ) = CieMtf, + Cye2tf,

AX=Y = A'AX =AY

Minstakvadrat-metoden.

At =TAM T

Matrispotenser — Harleds fran matrissambandet.
Obs! Endast vettig om A ar diagonaliserbar.

mingey|v —u| = |v, 4|

Minsta avstand mellan tva vektorer som ej ligger i
samma vektorrum motsvarar det ortogonala
komplementet mellan dessa.

Matriser
A+B=B+A Addera/subtrahera position for position.
AB # BA Vid ekvationsldsning géller det att flytta om fran

"ratt hall”.

AAT =A4"14=1

Determinanten &r nollskild, detA # 0

(A4B)"t1=B71471

Matriserna byter position.

(AB)T = BTAT

Matriserna byter position

Determinanter

For ekvationen AX =Y galler att
o OmdetA # 0 har ekvationen en entydig
|6sning.
e OmdetA = 0 géller antingen att
0 Systemet saknar |6sning
0 Systemet har oandligt antal |6sningar.

Med resonemanget kan man aven sluta sig till att
ekvationssystemet AX = 0 har oandligt antal
I6sningar om detA4 = 0.

Linjira avbildningar

F(u) = Au
F(Au) = AF(u)
Flu+v)=F)+F(v)

Raknelagar for linjara avbildningar. Kan vara
anvandbara vid svara uppgifter.

A symmetrisk © ON — bas av egenvektorer

Spegling i ett plan: F(u) = u — 2u;,

Obs! Matrisen kommer vara diagonal i en bas av
egenvektorer (téank: en egenvektor motsvarar
normalen, de tva andra spanner upp planet.)

nT/“

= <~

F(u) =u -2y,
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